
²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÎÖÚÂË ÏÑÆÇÎßÐÞØ ÔÓÇÆ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÖÆÂÇÕÔâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÐÂÌÕË ÓÇÛÇÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
ÄÑÎÐÑÄÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ë ÒÑÎÖÚËÕß âÄÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÆÎâ ËÏÒÖÎßÔÑÄ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍÑÌ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕË. ±ÓË àÕÑÏ ÐÇ ÆÇÎÂÎÑÔß ÐËÍÂÍËØ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÌ, ÍÂÔÂá-
ÜËØÔâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÔÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ ËÎË ÔÍÑÓÑÔÕË ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÑÎâ ÕÂÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ. £ ÚËÔÎÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ
ÄØÑÆâÕ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÞÇ Ë ÍÄÂÊËÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ. ¯ÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÔÓÇÆÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÏÑÆÇÎâÏË ÂÐ-
ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ ëÏÑÆÇÎâÏË¥á××ËÐÅÂ ËÑÓÇÐÙÂ. £ ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÇ ÔÎÖÚÂÇÄ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕËÕÑÎßÍÑ ÚÂÔÕÐÞÇ
ÓÇÛÇÐËâ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ ë ÑÆÐÑÒÑÎâÓÐÑÅÑ ÄÔÒÎÇÔÍÂ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ,
ËÎË ËÏÒÖÎßÔÂ, ËÏÇáÜÇÅÑ ÐÇÃÑÎßÛÑÇ ÚËÔÎÑ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÍÑÎÑ ÐÖÎâ. ¿ÕË ÓÇÛÇÐËâ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÔËÎßÐÞÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎâÏ, ÕÂÍËÏ, ÚÕÑ ÒÓËÔÖÜÂâ ÔÓÇÆÇ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÒÑÆÂÄÎâÇÕÔâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏË ÒÓÑÙÇÔ-
ÔÂÏË.

¬ÎáÚÇÄÞÇ ÔÎÑÄÂ: ÖÎßÕÓÂÍÑÓÑÕÍËÇ ËÏÒÖÎßÔÞ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÐÇÎËÐÇÌÐÂâ ÔÓÇÆÂ.

£ÄÇÆÇÐËÇ

±ÑÔÎÇÆÐËÇ ÆÄÂ ÆÇÔâÕËÎÇÕËâ ÑÕÏÇÚÇÐÞ ÒÓÑÆÄËÉÇÐËÇÏ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÑÒÕËÍÇ Ë ÎÂÊÇÓÐÑÌ ×ËÊËÍÇ Ä
ÑÃÎÂÔÕß ×ÇÏÕÑÔÇÍÖÐÆÐÞØ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕÇÌ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÑÒ-
ÕËÚÇÔÍÑÅÑ (ÃÑÎÇÇ ÕÑÚÐÑ ë àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ) ËÊÎÖÚÇÐËâ
[1 ë 12]. °ÆÐËÏ ËÊ ÏÇÕÑÆÑÄ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÒÑÆÑÃÐÞØ ËÏÒÖÎß-
ÔÑÄ âÄÎâÇÕÔâ ÔÉÂÕËÇ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÂÊ-
ÎËÚÐÞØ ÄÓÇÏÇÐÐÞ0 Ø ÍÑÏÒÓÇÔÔÑÓÑÄ [1, 2, 5, 7], Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ
ÄÑÎÑÍÑÐÐÑ-ÓÇÛÇÕÑÚÐÞØ. ¥ÂÐÐÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇ-
ÐÞ ËÏÒÖÎßÔÞ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕßá 6 ×Ô [2]; ÑÃÔÖÉÆÂÎÂÔß ÕÂÍÉÇ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÔÉÂÕËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÆÑ 1 ×Ô [8] Ä ÑÒÞÕÂØ ÒÑ
ÓÂÔÔÇâÐËá ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÒÑÎÇ
ÏÑÜÐÑÅÑ ÍÑÓÑÕÍÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ËÊÎÖÚÇÐËâ. £ [9] ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÎÑÔß ÒÑÎÖÚÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÂÕÕÑ-
ÔÇÍÖÐÆÐÑÅÑ ÆËÂÒÂÊÑÐÂ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕÇÌ.

¥ÓÖÅËÏ ÏÇÕÑÆÑÏ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ×ÇÏÕÑÔÇÍÖÐÆÐÞØ ËÏÒÖÎß-
ÔÑÄ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÂâ ËØ ÅÇÐÇÓÂÙËâ Ä ÎÂÊÇÓÐÞØ
ÔËÔÕÇÏÂØ [6, 10]. ´ÂÍ, Ä ÓÂÃÑÕÇ [6] ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÅÇÐÇÓÂ-
ÙËâ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕßá 20 ×Ô Ô àÐÇÓÅËÇÌ 1.5 Ï¥É
Ë ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÒÑÄÕÑÓÇÐËâ 1Í¤Ù (ÒÑÔÎÇ ÄÑÎÑÍÑÐÐÑ-ÒÓËÊÏÇÐ-
ÐÑÅÑ ÍÑÏÒÓÇÔÔÑÓÂ ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ËÏÒÖÎßÔÞ ÆÎËÕÇÎßÐÑ-
ÔÕßá 5 ×Ô Ô àÐÇÓÅËÇÌ 0.5 Ï¥É). £ ÓÂÃÑÕÇ [10] ÃÞÎË ÒÑ-
ÎÖÚÇÐÞ ËÏÒÖÎßÔÞ Ti:ÔÂÒ×ËÓÑÄÑÅÑ ÎÂÊÇÓÂ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕßá
6.5 ×Ô ÔÑ ÔÓÇÆÐÇÌ ÏÑÜÐÑÔÕßá 200 Ï£Õ Ë ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÒÑÄ-
ÕÑÓÇÐËâ 86®¤Ù.±ÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÄÑÎÐ,
ËØ ÔÂÏÑÄÑÊÆÇÌÔÕÄËÇ (ÔÂÏÑ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÂ Ë ÂÄÕÑÏÑÆÖÎâ-
ÙËâ), ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ä ÒÑÎÇ ×ÇÏÕÑÔÇ-
ÍÖÐÆÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎËÔß Ä ÓÂÃÑÕÂØ [11]. ±Ñ-
ÎÖÚÇÐËá ÍÑÓÑÕÍËØ ÏÑÜÐÞØ ÎÂÊÇÓÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÒÑÔÄâ-
ÜÇÐ ÑÃÊÑÓ [12].

µÔÒÇØË Ä ÑÃÎÂÔÕË ÅÇÐÇÓÂÙËË ×ÇÏÕÑÔÇÍÖÐÆÐÞØ Ë ÃÑÎÇÇ
ÍÑÓÑÕÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÆÇ-
ÎÂáÕ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÏ ÂÐÂÎËÊ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ, ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÜËØ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÕÂÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
ÆËÔÒÇÓÅËÓÖáÜËØ ÔÓÇÆÂØ. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔÐÑÄÑÌ ÄÔÇØ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÕÇÑÓËÌ âÄÎâáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ,
ÆÑÒÑÎÐÇÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ àÄÑÎá-
ÙËá ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ËÎË ÕÑÍÑÄ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ Ä ÔÓÇÆÇ ÒÑÆ
ÆÇÌÔÕÄËÇÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ [13 ë 25], ËÎË ÖÓÂ-
ÄÐÇÐËÇÏºÓÇÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ
Ô ÄÐÇÛÐËÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ [26, 27]. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
ÊÆÇÔß ÓÇÆÍÑ ÖÆÂÇÕÔâ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÑÚÐÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÞ, ÚÂÔÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ,
ÒÑÊÄÑÎâáÜËÇ ÖÒÓÑÔÕËÕß ÊÂÆÂÚÖ Ë ÐÂÌÕË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ.

£ÂÉÐÑÇ Ë Ä ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÒÓÑÔÕÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÒÑÎÖÚÇ-
ÐÑ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ Ñ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË àÎÇÍÕ-
ÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÕÑÎßÍÑ Ä ÑÆÐÑÏ ËÊ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÐÂ-
ÒÓÂÄÎÇÐËÌ. µÔÎÑÄËÇ ÑÆÐÑÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÔÕË ÄÑÎÐ ÒÑÐËÉÂÇÕ
ÒÑÓâÆÑÍ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÐÇ ÄÐÑÔâ ÒÓË àÕÑÏ ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐËÌ ÐÂ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß ËÏÒÖÎßÔÂ. ²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÔÖÜÇÔÕÄÖ-
áÕ ÔËÕÖÂÙËË, ÍÑÅÆÂ àÕÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÊÂÄÇÆÑÏÑ ÐÇÒÓËÇÏ-
ÎÇÏÑ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÄÑÎÐ Ä ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ËÎË ÓÂÔÔÇ-
ËÄÂáÜËØ ÔÓÇÆÂØ).

¥ÓÖÅÑÌ ÛËÓÑÍËÌ ÍÎÂÔÔ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÌ ÔÄâÊÂÐ ÔÑ ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÂÏË ÔÓÇÆÞ. ´ÂÍ, ÅÂÊÑÑÃÓÂÊÐÞÇ ÔÓÇÆÞ (ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞÇ
ÅÂÊÞ, ÒÂÓÞ ÏÇÕÂÎÎÑÄ), Â ÕÂÍÉÇ ÒÓËÏÇÔË Ä ÔÕÇÍÎÂØ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏ ÔÒÇÍÕÓÑÏ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ. ¦ÔÎË ÚÂÔ-
ÕÑÕÂ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÚÂÔÕÑ-
ÕÑÌ ÂÕÑÏÐÑÅÑ ËÎË ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ ËÎË ÃÎËÊÍÂ Í
ÐÇÌ, ÕÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ËÏÇÇÕ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. ªÏ-
ÒÖÎßÔÞ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËÏË
ÄÑÎÐÂÏË, ÑÆÐÂÍÑ ËØ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÍÄÂÊËÏÑÐÑØÓÑ-
ÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÌ
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ÅÆÇ Ô ÙÇÎßá ÖÒÓÑÜÇÐËâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÒÎÑÔÍÂâ ÔÍÂÎâÓ-
ÐÂâ ÄÑÎÐÂ Ô ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ k0, ÑÕÄÇÚÂáÜËÏ ÚÂÔÕÑÕÇ
ÐÇÔÖÜÇÌ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ o0. ¿ÕÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÍÑÓÓÇÍÕÐÑ, ÇÔÎË ÑÅËÃÂáÜÂâ ËÏÒÖÎßÔÂ
e(r; t) âÄÎâÇÕÔâ ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜÇÌÔâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë
ÄÓÇÏÇÐË ×ÖÐÍÙËÇÌ, ÕÂÍÑÌ, ÚÕÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ���� qeqt

����� o0jej Ë jHej � jk0kej.

´ÂÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâá-
ÜÇÌÔâ ÑÅËÃÂáÜÇÌ. µÔÎÑÄËÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÇ ÆÎâ
ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐÑ
Ë ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ËÏÒÖÎßÔÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÇÔÎË ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ
ÛËÓËÐÂ ÑÅËÃÂáÜÇÌ e(r; t) ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÐÇÔÖ-
ÜÇÌ ÄÑÎÐÞ Ë ÓÂÊÐÑÔÕË ÚÂÔÕÑÕ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÏÇÉÆÖ àÐÇÓÅÇÕË-
ÚÇÔÍËÏË ÖÓÑÄÐâÏË, ÃÎËÉÂÌÛËÏË Í ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÏÖ. ©ÆÇÔß
ÓÇÚß ËÆÇÕ Ñ ÓÂÊÓÇÛÇÐÐÞØ Ä ÆËÒÑÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÇ-
ÓÇØÑÆÂØ. ¹ÂÔÕÑ ÒÓË àÕÑÏ ÖÔÎÑÄËË ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂáÕ ÄÔÇÏË
ÒÓÑÚËÏË àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÏË ÖÓÑÄÐâÏË, ÍÓÑÏÇ ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô
ÖÔÎÑÄËÇÏ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ, Ë ËÔÒÑÎßÊÖáÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÂÐÔÂÏÃÎÇÏ ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÞØ ÂÕÑÏÑÄ. £ ÃÑ-
ÎÇÇ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÏÑÆÇÎË ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÔÓÇÆÞ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÂÐÔÂÏÃÎß N-ÖÓÑÄÐÇÄÞØ ÂÕÑÏÑÄ.

¦ÔÎË ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÇ-
ÐßÛÇ ÄÔÇØ ÄÓÇÏÇÐ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË Ä ÔÓÇÆÇ, ÕÑ ÇÅÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐÇÐËÇ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞÏ ÒÑÅÎÑÜÇÐË-
ÇÏ Ë ÒÇÓÇËÊÎÖÚÇÐËÇÏ. ±ÓË N � 2 àÕË ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ä ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ, ÐÂÎÂÅÂÇÏÞØ ÐÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÖ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÏÑ-
ÅÖÕ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÔÂÏÑËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕË [28].
¿ÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ËÏÒÖÎßÔÞ, ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß ÍÑÕÑÓÞØ
ÏÇÐßÛÇ ÄÓÇÏÇÐ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ë ÐÂÔÇÎÇÐÐÑÔÕË
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ, ÐÂÊÞÄÂáÕ ÖÎßÕÓÂÍÑÓÑÕÍËÏË ËÏ-
ÒÖÎßÔÂÏË (µ¬ª). ·ÑÕâ ÔÇÌÚÂÔ àÕÑÕ ÕÇÓÏËÐ ÔÕÂÎ ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÕßÔâ ÃÑÎÇÇ ÛËÓÑÍÑ, ÓÂÆË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÃÖÆÇÏ ÒÑ-
ÐËÏÂÕß ÒÑÆ ÐËÏ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÍÑÓÑÕÍËÇ (Ä ÖÍÂÊÂÐÐÑÏ ÄÞÛÇ
ÔÏÞÔÎÇ) ËÏÒÖÎßÔÞ, ÆÑÒÖÔÍÂáÜËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÍÄÂÊË-
ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÌ.

£ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜËØÔâ ÑÅËÃÂáÜËØ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ËÎË ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¥'¡ÎÂÏ-
ÃÇÓÂ ÓÇÆÖÙËÓÖáÕÔâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÆÎâ
e(r; t), Â ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ ÔÓÇÆÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË
¢ÎÑØÂ. ¦ÔÎË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÔÖ-
ÒÇÓÒÑÊËÙËÇÌ ÍÄÂÊËÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ Ô ÓÂÊÎËÚÐÞ-
ÏË ÚÂÔÕÑÕÂÏË ÐÇÔÖÜËØ, ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÔÄÑÇÌ ÒÂÓÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔ-
ÐÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ, ÕÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔËÔÕÇÏÖ ÓÇ-
ÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ë ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
¢ÎÑØÂ, ÑÃÑÃÜÇÐÐÞØ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÏÐÑÅÑÖÓÑÄÐÇÄÑÌ ÔÓÇÆÞ. £
[19, 29 ë 32] ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÒÓËÏÇÓÞ ÕÂÍËØ ÔËÕÖÂÙËÌ.

¬ÄÂÊËÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÇ ÔËÅÐÂÎÞ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÛËÓÑÍÑ
ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ Ä ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâØ, ÒÑÔÄâÜÇÐ-
ÐÞØ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÏ âÄÎÇÐËâÏ, Ë Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
ÄÑÎÑÍÑÐÐÑÌ ÑÒÕËÍÇ. °ÆÐÂÍÑ àÕÑ ÐÇ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ
ÖÇÆËÐÇÐÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ. ¯ÂÚËÐÂâ ÇÜÇ Ô ÕÇØ
ÄÓÇÏÇÐ, ÍÑÅÆÂ ÃÞÎË ÑÕÍÓÞÕÞ âÄÎÇÐËâ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÅÑ ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ô ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞ-
ÏË ÔËÔÕÇÏÂÏË, ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ ËÐÕÇÓÇÔ Í ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÏÖ
ÑÒËÔÂÐËá ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔÕÑÎß ÍÑÓÑÕÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ
ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÍÑÅÆÂ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜÇÌÔâ ÑÅË-
ÃÂáÜÇÌ ÒÇÓÇÔÕÂÇÕ ÓÂÃÑÕÂÕß. ªÊÄÇÔÕÐÑ [13, 33, 34], ÚÕÑ
ÒÑÎÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ë¢ÎÑØÂ ËÏÇáÕ ÓÇÛÇÐËÇ,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËá ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÃÇÊ ÊÂÒÑÎÐÇÐËâ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÌ
ÐÇÔÖÜÇÌ. ´ÂÍËÇ ËÏÒÖÎßÔÞ ÒÑÊÉÇ ÃÞÎË ÐÂÊÄÂÐÞ ÄËÆÇÑËÏ-

ÒÖÎßÔÂÏË [36 ë 39]. ¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÇÐËâ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÑÄ [40] ÒÑÍÂÊÂÎÑ ËØ ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕß ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ, Â Ä [41]
ÄÞâÄÎÇÐÑ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ Ö ÒÑÎÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ë
¢ÎÑØÂ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ±ÇÐÎÇÄÇ, ÚÕÑ ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÐÇÔÑÎËÕÑÐÐÞÌ
ØÂÓÂÍÕÇÓ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÑÄ.

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÒÑÎÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ë¢ÎÑØÂ ÑÃ-
ÎÂÆÂáÕ ÓÇÛÇÐËâÏË, ÑÕÄÇÚÂáÜËÏË ÖÇÆËÐÇÐÐÞÏ ÄÑÎÐÂÏ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÐÇÃÑÎßÛÑÇ ÚËÔÎÑ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÐÂÒÓâ-
ÉÇÐÐÑÔÕÇÌ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎÇÌ. ´ÂÍËÇ
ÄÑÎÐÞ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍËÏË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÏË ËÏÒÖÎßÔÂÏË. ¦ÔÎË ÚËÔÎÑ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÄÇÎËÍÑ, ÕÑ àÕË
ËÏÒÖÎßÔÞ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ ÑÒËÔÂÕß ÍÄÂÊËÅÂÓÏÑÐË-
ÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÌ (ËÎË ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËÇÌ ÕÂÍËØ ÄÑÎÐ ÒÓË ÐÂÎË-
ÚËË ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÐÇÔÖÜËØ ÚÂÔÕÑÕ). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËØ ÏÑÉÐÑ
ÐÂÊÞÄÂÕß µ¬ª. ±ÓË àÕÑÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÆÎËÕÇÎß-
ÐÑÔÕß µ¬ª ÑÔÕÂÇÕÔâ ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇÌ ÄÓÇÏÇÐË ÐÇÑÃÓÂÕË-
ÏÑÌ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË ÒÑÎâÓËÊÂÙËË.

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÑÄ ÔÎÇ-
ÆÖÇÕ ÐÂÚÂÕß Ô ÖÔÎÑÄËÌ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÆÎâ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË
ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ. ¥Îâ ÍÄÂÊËÏÑÐÑØÓÑÏÂÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÓËÐËÏÂÇÕÔâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÕÑÎßÍÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔ-
ÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ, ÇÔÎË ÚÂÔÕÑÕÂ ÐÇÔÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ ÃÎËÊÍÂ Í ÚÂÔ-
ÕÑÕÇ ÂÕÑÏÐÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ, Â ÒÑÎÖÛËÓËÐÂ ÔÒÇÍÕÓÂ ËÏÒÖÎß-
ÔÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÏÂÎÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÐÇÌ. ®ÂÍÔËÏÖÏ
ÔÒÇÍÕÓÂ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÐÂ ÐÖÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ, Ë
ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÍÓËÕÇÓËâ, ÒÑÊÄÑÎâáÜÇÅÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß
ÎËÛß ÑÆËÐ ËÊ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ, ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÕÑÎßÍÑ
ÒÑÎÖÛËÓËÐÖ ÔÒÇÍÕÓÂ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ Dop. ´ÂÍËÏ ÍÓËÕÇ-
ÓËÇÏ ÃÖÆÇÏ ÒÑÎÂÅÂÕß ÖÔÎÑÄËÇ, ÚÕÑ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÒÑÎÖÛË-
ÓËÐÂ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ ÏÇÐßÛÇ ËÎË ÒÑÓâÆÍÂ ÚÂÔÕÑÕÞ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ ËÊ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ä ÃÎËÉÂÌÛÇÇ (ÐÂ ÛÍÂÎÇ
àÐÇÓÅËÌ) ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÒÓÑÚËÇ ÄÑÊ-
ÃÖÉÆÇÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÖÆÂÎÇÐÞ ÒÑ ÚÂÔÕÑÕÇ ÑÕ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÃÑÎÇÇ ÚÇÏ ÐÂ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÑÎÖÛËÓËÐ Dop.

³ÒÇÍÕÓÞ ÒÑÆÑÃÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÔÓÇÆË
ÔÒÇÍÕÓÑÄ ËÑÐÑÄ ËÎË ÂÕÑÏÑÄ. (¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÂÕÑÏÂ ÍÂ-
ÎËâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÒÇÓÇØÑÆÂ ËÊ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ 4S Ä ÔÑÔÕÑ-
âÐËÇ 4P ÒÓËÏÇÓÐÑ Ä ÆÄÂ ÓÂÊÂ ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ ÚÂÔÕÑÕÂ ÒÇÓÇØÑ-
ÆÂ 4Sÿ 5P; ÆÎâ ËÑÐÑÄ Er3� ÕÂÍ ÉÇ ÔÑÑÕÐÑÔâÕÔâ ÚÂÔÕÑÕÞ
ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ËÊ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ 4I15=2 Ä ÐËÉÐÇÇ ÄÑÊÃÖÉ-
ÆÇÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ 4I13=2 Ë ÚÂÔÕÑÕÞ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ 4I15=2 !4I9=2,
4I15=2 !4F9=2.) £ ÕÂÍËØ ÔÎÖÚÂâØ ÓÇÂÎßÐÞÇ ÂÕÑÏÞ ËÎË ËÑÐÞ
ÏÑÉÐÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÑÄÂÕß ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÞÏË ÂÕÑÏÂÏË (Ä
ÑÒËÔÂÐÐÑÏ ÄÞÛÇ ÔÏÞÔÎÇ). µÚÇÕ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔ-
ÍËØ ÖÓÑÄÐÇÌ ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÞØ ÂÕÑÏÑÄ ÒÓËÄÇÆÇÕ Í ÑÃÑÃÜÇ-
ÐËá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¢ÎÑØÂ, ÐÑ ÐÂ ÒÇÓÄÑÏ àÕÂÒÇ ÏÑÉÐÑ ÑÅÓÂ-
ÐËÚËÕßÔâ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÌ ÍÓÂÕÐÑÔÕßá ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ.

±ÖÔÕßoa ë ÚÂÔÕÑÕÂ ÒÇÓÇØÑÆÂ ËÊ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ä
ÔÂÏÑÇ ÐËÉÐÇÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ¿ÕÂ ÚÂÔÕÑÕÂ ÄÞ-
ÔÕÖÒÂÇÕ ÍÂÍ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÄÓÇÏÇÐË. ¬ÑÅÆÂ ÆÎË-
ÕÇÎßÐÑÔÕß ËÏÒÖÎßÔÂ tp ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ tpoa �
1, ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ µ¬ª ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜËØÔâ ÑÅËÃÂ-
áÜËØ. ±ÓË àÕÑÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
ÖÔÎÑÄËâ ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ ÆÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË ËÊÏÇÐÇÐËâ ÑÅËÃÂá-
ÜÇÌ µ¬ª. ¯ÂÑÃÑÓÑÕ, ÇÔÎË tpoa 4 1, ÕÑ àÕÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ
ÐÇÒÓËÇÏÎÇÏÑ, ÐÑ ÏÑÉÐÑ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÑÆÐÑÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐ.

£ ÏÑÆÇÎË ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÑÌ ÔÓÇÆÞ ËÏÇÇÕÔâ ÇÜÇ ÑÆËÐ ÒÂ-
ÓÂÏÇÕÓ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÏÂÔÛÕÂÃ, ë àÕÑ
ÚÂÔÕÑÕÂ ²ÂÃË oR. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÑÕÐÑÛÇÐËÇ e � oR=oa ÏÑ-
ÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ ÏÂÎÞÏ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ ÒÑÒÞÕÂÕßÔâ
ÐÂÌÕË ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÎÑØÂ Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ
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e, Â ÊÂÕÇÏ, ÑÃÑÓÄÂÄ àÕÑÕ ÓâÆ, ÐÂÌÕË ÒÑÎâÓËÊÂÙËá Ô ÕÑÚ-
ÐÑÔÕßá ÆÑ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÏÂÎÑÔÕË e Ë, ÕÂÍËÏ ÑÃ-
ÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÖÚËÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÐÇ ÒÓËÃÇÅÂâ Í ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËá ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜËØÔâ ÑÅËÃÂáÜËØ. µÔÎÑÄËÇ e � 1
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ ÔÓÂÄÐËÏÂ Ô ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕßá äÂÕÑÏÐÑÅÑã ÒÑÎâ,
ÕÂÍ ÚÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓ e ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕß ÒÑÐâÕËâ
äÔËÎßÐÑÇ ÒÑÎÇã. µÔÎÑÄËÇ Dop � oa ÒÓË oR � oa ÃÖÆÇÕ
ÐÂÊÞÄÂÕßÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÍÄÂÊËÓÇÊÑÐÂÐÔÂ.

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÎÑØÂ ÖÒÑÏËÐÂÎËÔß
ÊÆÇÔß Ä ÔÄâÊË Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÔÓÇÆÞ Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÔÓÇÆÞ. £ ËÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÍÂÍËÇ-ÎËÃÑ ÆÓÖÅËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ËÐÑÌ ÏÑÆÇÎßá
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÏÑÆÇÎß ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, ÏÑÆÇÎß àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ Ä ÏÇÕÂÎÎÇ,
àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË Ä ÒÑÎÖÒÓÑÄÑÆÐËÍÂØ, àÍÔËÕÑÐÞ
Ä ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ, ÔÒËÐÑÄÞÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÏÂÅÐËÕ-
ÐÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂØ.

£ ÒÑÔÎÇÆÖáÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ ÃÖÆÖÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÖÇÆËÐÇÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ÏÂÎÑÌ
ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕË, ÚÕÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜÇÌÔâ
ÑÅËÃÂáÜÇÌ ÃÖÆÇÕ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÑ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
ÔÓÇÆ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ ÕÂÍËÇ ËÏÒÖÎßÔÞ, ÏÞ
ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÂÏÞÇ ÒÓÑÔÕÞÇ ÏÑÆÇÎË, ËÔÒÑÎß-
ÊÖÇÏÞÇ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÑÒÕËÍÇ. £ÞÃÑÓ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÏÑÆÇÎË
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÄÇÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ ÑÒËÔÞÄÂáÕ àÄÑÎáÙËá ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑ-
ÓÑÕÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ, ÒÓËÚÇÏ ÖÔÎÑÄËÇ ÏÇÆÎÇÐÐÑÔÕË ËÊÏÇÐÇ-
ÐËâ ÑÅËÃÂáÜÇÌ ËÏÒÖÎßÔÂ ËÎË ÍÄÂÊËÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÇ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËÇ (Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ Ñ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑÔÕË ÄÞÆÇÎÇÐËâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÐÇÔÖÜÇÌ) ÐÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ. ¢ÑÎßÛËÐÔÕÄÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ
ÊÆÇÔß ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÇÛÇÐÑ ÕÑÚÐÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
ÔÍËÏË ÏÇÕÑÆÂÏË, ÐÑ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÚÂÔÕÐÞÇ ÔÎÖÚÂË ÓÇÛÇÐËÌ
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË. ªÏÇÐÐÑ ÕÂÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÃÖÆÖÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕßÔâ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÚÂÔÕË ÆÂÐÐÑÌ ÔÕÂÕßË.

1. ±ÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÑÆÐÑÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ

£ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔ-
ÄÇÎÎÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÑÆÐÑÏÖ ÄÑÎÐÑÄÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ ÐÂ-
ÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ E � El. ¥Îâ ÒÎÑÔÍÑÌ
ÄÑÎÐÞ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË l ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

q2E
qz 2
ÿ 1
c2

q2E
qt 2
� 4p

c 2
q2P
qt 2

, (2)

ÅÆÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÔÓÇÆÞ P ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÃÑÓÑÏ ÏÑÆÇÎË,
ÍÑÕÑÓÖá ËÔÒÑÎßÊÖáÕ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ.

³ÎÇÆÖâ [14, 42], ÄÄÇÆÇÏ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá
B(z; t), ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÖá ÖÓÂÄÐÇÐËá qB=qt � cqE=qz,
ÕÂÍ ÚÕÑ (2) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÌ
×ÑÓÏÇ

qB
qt
ÿ c

qE
qz
� 0;

qE
qt
ÿ c

qB
qz
� ÿ4p qP

qt
.

±ÑÔÎÇ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß�
qB
qt
� c

qB
qz

�
ÿ
�
qE
qt
� c

qE
qz

�
� 4p

qP
qt

, (3.1)

�
qB
qt
ÿ c

qB
qz

�
�
�
qE
qt
ÿ c

qE
qz

�
� ÿ4p qP

qt
. (3.2)

µÓÂÄÐÇÐËâ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË àÕÑÌ ÔËÔÕÇ-
ÏÞ, ËÏÇáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ: x � t� z=c Ë Z � tÿ z=c.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÂâ ×ÑÓÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(3) ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ

qB
qZ
� qE

qZ
� ÿ2p qP

qt
,

qB
qx
ÿ qE

qx
� 2p

qP
qt

. (4)

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑE,B ËP âÄÎâáÕÔâ ÄÑÎÐÂÏË,
ÆÄËÉÖÜËÏËÔâ ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ Ä ÑÆÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË,
ÍÑÕÑÓÑÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ Z � tÿ
z=c. ¦ÔÎË ÃÞ ÔÓÇÆÂ ÃÞÎÂ ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÂ ËÊ ÂÕÑÏÑÄ ËÎË ÏÑ-
ÎÇÍÖÎ, ÆÂáÜËØ ÎËÐÇÌÐÞÌ ÑÕÍÎËÍ ÐÂ ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÇ ÐÂ ÐËØ
ÒÑÎÇ, ÕÑ ÄÔÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ E, B Ë P ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÊÂÄËÔÇÎË
ÃÞ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ Z; Ä ÑÃÜÇÏ ÉÇ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇÇÕÔâ ÑÕÓÂÉÇÐÐÂâ
ÄÑÎÐÂ. ³ÆÇÎÂÇÏ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÖá ÊÂÏÇÐÖ P! eP Ë ÓÂÊ-
ÎÑÉËÏ E, B Ë P ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ e, ÔÚËÕÂâ ÒÂÓÂÏÇÕÓ e ÏÂÎÞÏ:

E � E �0��Z� � eE �1��Z; x� � e2E �2��Z; x� � :::,

B � B �0��Z� � eB �1��Z; x� � e2B �2��Z; x� � :::,

P � P �0��Z� � eP �1��Z; x� � e2P �2��Z; x� � ::: .
±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ àÕËØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ Ä ÒÇÓÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÊ
ÔËÔÕÇÏÞ (4) ÆÂÇÕ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ e

q
qZ

�
B �0� � eB �1�

�
� q
qZ

�
E �0� � eE �1�

�
� ÿe qP

�0�

qZ
,

ËÎË

B � E � ÿeP �0�.
£ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎÑÔß, ÚÕÑ
P �0� ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ x Ë ÚÕÑ ÒÑÎâ ËÔÚÇÊÂáÕ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ Ô
ÒÑÎâÓËÊÂÙËÇÌ ÔÓÇÆÞ. ´ÑÚÐÇÇ ÅÑÄÑÓâ, ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎÑÔß, ÚÕÑ
ÍÂÍ ÒÑÎâ, ÕÂÍ Ë ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ËÔÚÇÊÂáÕ ÒÓË t! �1.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÄÞÛÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÄÑ ÄÕÑÓÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ (4) Ë ÖÆÇÓÉËÄÂâ ÚÎÇÐÞ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË
àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕÑÎßÍÑ ÆÑ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ e, ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß

qE
qx
� ÿ e

2
qP �0�

qZ
.

£ ËÔØÑÆÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ z Ë t àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß ÍÂÍ

qE
qz
� 1

c
qE
qt
� ÿ 2p

c
qP
qt

, (5)

ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÑÎÐÑÄÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ÑÆÐÑÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ.

2. ²ÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÔÓÇÆÞ

¹ÕÑÃÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2) ËÎË (5) ÏÑÅÎË ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÐÞ ÆÎâ ÓÂÊÄËÕËâ ÕÇÑÓËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÍÑÓÑÕÍËØ ËÏ-
ÒÖÎßÔÑÄ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÍÂ-
ÊÂÕß, ÍÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÐÂÆÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÒÑÎâÓËÊÂÙËá ÐÇÎË-

¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÆÇÎË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍËØ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ 289



ÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. ®ÐÑÅËÇ ÅÑÆÞ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÑÒÖÎâÓÐÑÌ ÏÑ-
ÆÇÎßá ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÅËÓÖáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ âÄÎâÇÕÔâ ÓÇ-
ÊÑÐÂÐÔÐÂâ ÔÓÇÆÂ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÚÂÔÕÑ ÕÂÍÂâ ÐÇÎËÐÇÌÐÂâ ÔÓÇ-
ÆÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÂÐÔÂÏÃÎß ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÞØ ÂÕÑÏÑÄ.
ªÊ ÐÇÆÂÄÐËØ ÓÂÃÑÕ ÏÑÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß [24, 25], Ä ÍÑÕÑÓÞØ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ Ä ÕÂÍÑÌ ÔÓÇÆÇ ËÏÒÖÎß-
ÔÑÄ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕßá Ä ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÐÇÔÖÜÇÌ. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÒÓÂÄËÎÂ, ÔÑ-
ÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÞÏ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÔÓÇÆÞ. ¿ÕË ÒÓÂ-
ÄËÎÂ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÞ ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÎÑØÂ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ,
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÄâÊÂÐÞ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ Ô
ÏÂÕÓËÚÐÞÏË àÎÇÏÇÐÕÂÏË ÏÂÕÓËÙÞ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÆÄÖØÖÓÑÄ-
ÐÇÄÑÅÑ ÂÕÑÏÂ (ÊÂ ÒÑÆÓÑÃÐÑÔÕâÏË ÏÑÉÐÑ ÑÃÓÂÕËÕßÔâ Í ÓÂ-
ÃÑÕÇ [14]).

2.1. ³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ë¢ÎÑØÂ

£ ÔÍÂÎâÓÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ë
¢ÎÑØÂ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÐÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÏÇÆÎÇÐ-
ÐÑ ÏÇÐâáÜËØÔâ ÑÅËÃÂáÜËØ, ËÏÇáÕ ÄËÆ [13, 14, 43]

q2E
qz 2
ÿ 1
c2

q2E
qt 2
� 4pnatd

c 2
q2r1
qt 2

, (6.1)

qr1
qt
� ÿoar2,

qr2
qt
� oar1 � 2d

�h
Er3,

qr3
qt
� ÿ2dEr2, (6.2)

ÅÆÇ nat ë ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÂÕÑÏÑÄ Ë d ë ÆËÒÑÎßÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ ÂÕÑÏÐÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ; ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÕÔâ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÖÛËÓÇÐËÇ ÎËÐËË ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÅÑ ÒÑÅÎÑÜÇ-
ÐËâ (ÄÔÇ ÂÕÑÏÞ ËÏÇáÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÖá ÚÂÔÕÑÕÖ ÒÇÓÇØÑÆÂoa).
£ ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ t � oat, x � oaz=c Ë q(t; x) �
2dE=�hoa àÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÏÇáÕ ÄËÆ

q2q

qx 2 ÿ
q2q
qt2
� a

q2r1
qt2

, (7.1)

qr1
qt
� ÿr2, qr2

qt
� r1 � qr3,

qr3
qt
� ÿqr2, (7.2)

ÅÆÇ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ a � 8pnatd 2=�hoa. ¦ÅÑ ÏÑÉÐÑ
ÄÞÓÂÊËÕß ÚÇÓÇÊ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÆÎâ ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÄÓÇÏâ [44, 45] tÿ1c � 4pnatd 2�hÿ1, ÕÂÍ ÚÕÑ a � 2=tcoa.

¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍ-
ÕÑÓÂ ¢ÎÑØÂ Ë ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÂâ ÑÅËÃÂáÜÂâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÊÂ-
ÄËÔâÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ t� z=V ËÎË ÑÕ ÃÇÊÓÂÊ-
ÏÇÓÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ B � oa(t� z=V), ÅÆÇV ë ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ
ÄÑÎÐÞ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ Ä ÑÆÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔËÔÕÇÏÂ (7) ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Ä ÔËÔÕÇÏÖ ÑÃÞÍÐÑ-
ÄÇÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ±ÓËÐâÄ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ
ÒÓË jBj ! 1 ÖÔÎÑÄËâ dq=dB � q � 0, r1 � r2 � 0, r3 � ÿ1,
ÏÑÉÐÑ ÓÇÛËÕß ÒÑÎÖÚÇÐÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ë ÐÂÌÕË
ÒÓË àÕÑÏ, ÚÕÑ

q�B� � 2
y
sech

�
oa

y

�
t� z

V

��
,

ÅÆÇ y 2 � (c 2 ÿ V 2)=�(1� a)V 2 ÿ c 2� > 0 . ªÊ àÕÑÅÑ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËâ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ
ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß Ä ÄËÆÇ tp � y=oa; ÒÓË àÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÆÎâ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÔÎÇ-
ÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

E�t; z� � E0sech
�
dE0

�h

�
t� z

V

��
, (8)

ÅÆÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ E0 � �htÿ1p dÿ1. ¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ Ä ÓÂÃÑÕÇ [13] Ë
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÏ Ä [14]. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä (8) ÐÇÔÖÜÂâ ÄÑÎÐÂ
ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, ÕÂÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ âÄÎâÇÕÔâ
ÒÓËÏÇÓÑÏ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ.

³ÍÑÓÑÔÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÄËÆÇÑËÏ-
ÒÖÎßÔÂ (8) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÂ ËÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÇÅÑ ÆÎË-
ÕÇÎßÐÑÔÕË Ë ÂÏÒÎËÕÖÆÞ. ¬ÂÍ Ë Ä ÕÇÑÓËË ÔÂÏÑËÐÆÖÙËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÌ ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕË (³ª±) ®ÂÍ¬ÑÎÎÂ ë·ÂÐÂ [28], àÕË
ÄÇÎËÚËÐÞ ÔÄâÊÂÐÞ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ
ËÏÒÖÎßÔ ÏÑÅ ËÐÄÇÓÕËÓÑÄÂÕß ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÖá ÔËÔÕÇÏÖ Ë
ÄÇÓÐÖÕß ÇÇ Ä ËÔØÑÆÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÔÄÑÇÌ ÆÎËÕÇÎß-
ÐÑÔÕË. ±ÑÔÎÇ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ
ÐÂÌÆÇÏ, ÚÕÑ

1
V 2 �

1
c 2

�
1� ay 2

1� y 2

�
� 1

c 2

�
1� 4�tp=tc�2

1� �tpoa�2
�
,

ËÎË

1
V 2 �

1
c 2

�
1� 8pnatd 2�hoa

�dE0�2 � ��hoa�2
�
, (9)

ÚÕÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÏ Ä [14].
±ÑÏËÏÑ ÖÇÆËÐÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ, ÔÓÇÆË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÓÇÛÇ-

ÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ë¢ÎÑØÂ (6) ËÎË (7) ×ÑÓÏÂÎßÐÑ
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÆÓÖÅÑÌ ÍÎÂÔÔ ÓÇÛÇÐËÌ ë ÍÐÑËÆÂÎßÐÞÇ ÄÑÎ-
ÐÞ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÂÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ, ÒÑÍÂ ÆÎË-
ÕÇÎßÐÑÔÕß ÖÇÆËÐÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÏÇÐßÛÇ ËÎË ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ
ÄÓÇÏÇÐ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË Ä ÂÕÑÏÐÑÌ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÇ, ÍÐÑËÆÂÎßÐÞÇ
ÄÑÎÐÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÒÓÑÔÕÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÓË-
ÏÇÓ, ÎÇÉÂÜËÌ ÊÂ ÅÓÂÐËÙÂÏË ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÏÞÔÎÂ ËÔØÑÆ-
ÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË
ÔÄÑÌÔÕÄ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÏÑÆÇÎË ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÑ ÖÒÑÏâ-
ÐÖÕß Ë àÕÑÕ ÍÎÂÔÔ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ë¢ÎÑØÂ.

2.2. £ËÆÇÑËÏÒÖÎßÔ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ
Ä ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÔÓÇÆÇ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÄÇÕÑÄÑÌ ËÏÒÖÎßÔ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËÌÔâ
Ä ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÔÓÇÆÇ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÌ ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÞÇ ÂÕÑÏÞ Ô
ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÒÇÓÇØÑÆÂÏË ÏÇÉÆÖ ÖÓÑÄÐâÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÞ-
ÓÑÉÆÇÐÞ ÒÑ ÒÓÑÇÍÙËâÏ ÖÅÎÑÄÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ja, jb [46, 47], Ë
ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ ja � 1! jb � 0. ¥Îâ ÏÂÕÓËÚÐÞØ àÎÇ-
ÏÇÐÕÑÄ ÏÂÕÓËÙÞ ÒÎÑÕÐÑÔÕË r̂, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ÒÇÓÇØÑÆÞ
ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÕÑâÐËâÏË ja;mi � j ja � 1;m � �1i Ë jbi � j jb �
0;m � 0i, ÖÆÑÃÐÑ ÄÄÇÔÕË ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ:

r12 � ha;ÿ1jr̂ja;�1i, r13 � ha;ÿ1jr̂jbi, r23 � ha;�1jr̂jbi,

r11 � ha;ÿ1jr̂ja;ÿ1i, r22 � ha;�1jr̂ja;�1i, r33 � hbjr̂jbi,

rkl � r�lk, l, k � 1, 2, 3.

°ÃÑÃÜÇÐÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ë ¢ÎÑØÂ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÂ ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

qE ��1�

qz 2
ÿ 1
c 2

q2E ��1�

qt 2
� 4p

c 2
q2

qt 2
hd13r31 � d31r13i, (10.1)

qE �ÿ1�

qz 2
ÿ 1
c 2

q2E �ÿ1�

qt 2
� 4p

c 2
q2

qt 2
hd23r32 � d32r23i, (10.2)
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i�h
qr13
qt
�ÿ�hoar13�d13�r33ÿr11�E ��1� ÿ d23r12E

�ÿ1�, (11.1)

i�h
qr23
qt
�ÿ�hoar23�d23�r33ÿr22�E �ÿ1� ÿ d13r21E

��1�, (11.2)

i�h
qr12
qt
� d13r32E

��1� ÿ d32r13E
�ÿ1�, (11.3)

i�h
q
qt
� r11 ÿ r33� � 2�d13r31 ÿ d31r13�E ��1�

� �d23r32 ÿ d32r23�E �ÿ1�, (11.4)

i�h
q
qt
� r22 ÿ r33� � �d13r31 ÿ d31r13�E ��1�

� 2�d23r32 ÿ d32r23�E �ÿ1�. (11.5)

©ÆÇÔßE �q� ë Ô×ÇÓËÚÇÔÍÂâ q-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÄÇÍÕÑÓÂ ÐÂÒÓâÉÇÐ-
ÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÄÇÕÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ (q � �1); dkl ë
ÏÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ
ÂÕÑÏÐÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ ja � 1! jb � 0; d13 � d23 � d �31 � d �32;
ÖÅÎoÄÞÇ ÔÍÑÃÍË ÑÊÐÂÚÂáÕ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÄÔÇÏ ÂÕÑÏÂÏ
Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ oa.

µÆÑÃÐÑ ÒÇÓÇÌÕË Í ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ Ë ÄÄÇÔ-
ÕË ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ

r13 � r1 � ir2, r23 � s1 � is2, r12 � p1 � ip2, r33 ÿ r11 � n1,

r33 ÿ r22 � n2, dE ��1�=�hoa � q1, dE �ÿ1�=�hoa � q2. (12)

£ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÃÖÆÇÕ
ËÏÇÕß ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

qr1
qt
� ÿr2 ÿ q2p2,

qr2
qt
� r1 ÿ q1n1 � q2p1,

qs1
qt
� ÿs2 � q1p2,

qs2
qt
� s1 ÿ q2n2 � q1p1,

(13.1)
qp1
qt
� ÿq1s2 ÿ q2r2,

qp2
qt
� ÿq1s1 � q2r1,

qn1
qt
� 4q1r2 � 2q2s2,

qn2
qt
� 2q1r2 � 4q2s2,

q2q1
qx 2 ÿ

q2q1
qt 2
� a

q2r1
qt 2

,
q2q2
qx 2 ÿ

q2q2
qt 2
� a

q2s1
qt 2

, (13.2)

ÅÆÇ t � oat; x � oazc
ÿ1; ÒÂÓÂÏÇÕÓ a ÖÉÇ ×ËÅÖÓËÓÑÄÂÎ Ä

ÖÓÂÄÐÇÐËË (7.1).
µÓÂÄÐÇÐËâ (13) ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÖÎßÕÓÂ-

ÍÑÓÑÕÍÑÅÑ (Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ë ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍÑÅÑ) ËÏÒÖÎßÔÂ
ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÐÑÌ ÔÓÇÆÇ. ¯ÂÌÕË ÒÑÎÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÂÐÂ-
ÎËÕËÚÇÔÍËÏË ÏÇÕÑÆÂÏË ÄÓâÆ ÎË ÖÆÂÔÕÔâ, ÑÆÐÂÍÑ, ÔÎÇÆÖâ
ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑÏÖ ÒÑÆØÑÆÖ Í ËÊÖÚÇÐËá ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ,
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ.

¥Îâ àÕÑÅÑ ÔÐÑÄÂ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ËÔÍÑÏÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (13) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË, ÊÂÄË-
ÔâÜËÏË ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ B � oa(t� z=V ). °ÒÖÔÕËÄ ÆÇÕÂÎË
ÄÞÄÑÆÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ÐÂÒÓâ-
ÉÇÐÐÑÔÕÇÌ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÑÎÇÌ q1 Ë q2, ÆÂÐÐÞÇ Ä [48],
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ ËØ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÌ ÄËÆ:

d2q1
dy 2 �

ÿ
q 2
1 � q 2

2

�
q1 � 1

2
ÿ
q 2
0 n10 ÿ 1

�
q1, (14.1)

d2q2
dy 2 �

ÿ
q 2
1 � q 2

2

�
q2 � 1

2
ÿ
q 2
0 n20 ÿ 1

�
q2, (14.2)

ÅÆÇ y � ���
2
p

B; q 2
0 � aV 2(c 2 ÿ V 2)ÿ1.

£ÄÇÆÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ a2i � (q 2
0 ni0 ÿ 1)=2, i � 1, 2. ¦ÔÎË ÐÂ-

ÔÇÎÇÐÐÑÔÕË ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ ÑÆËÐÂÍÑÄÞ Ë ÄÔÇ ÂÕÑ-
ÏÞ ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË, ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÞÃÓÂÕß
n10 � n20 � 1 Ë a1 � a2 � O. ¿ÕÑ ÔÎÖÚÂÌ ÒÓÇÆÄÂÓËÕÇÎßÐÑ
ÐÇÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. ²ÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (13) ËÏÇÇÕ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄËÆ:

q1�B� �
������
2O
p

e���sech
h ������

2O
p

B
i
, q1�B� �

������
2O
p

e�ÿ�sech
h ������

2O
p

B
i
,

ÅÆÇ e��� ë ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâá-
ÜËÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ. ±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ, ÐÑ ÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓ q 2

0 . £ÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÏÂÕÓËÙÞ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ ÔÄâÊÂÐÞ Ô àÕËÏË ÓÇÛÇÐËâÏË ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËâÏË

q1 � q 2
0 r1; q2 � q 2

0 s1;
dq1
dB
� ÿq 2

0 r2;
dq2
dB
� ÿq 2

0 s2;

p1 � qÿ20 q1q2; n1 � qÿ20

ÿ
2q 2

1 � q 2
2

� � n10;

n2 � qÿ20

ÿ
q 2
1 � 2q 2

2

� � n20:

£ÑÊÄÓÂÜÂâÔß Í ËÔØÑÆÐÞÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ,
ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÍÂÍ

E ����t; z� � e ���E0sech
�
dE0

�h

�
t� z

V
ÿ t0

��
. (15)

µÓÂÄÐÇÐËÇ (15) âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÞÏ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÓÇÊÖÎßÕÂ-
ÕÑÄ ÓÂÃÑÕÞ [13] ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ (ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ)
µ¬ªË ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. ©ÆÇÔß, ÍÂÍ
Ë Ä [13], ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ µ¬ª tp ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ
ÚÇÓÇÊ ÒËÍÑÄÖá ÂÏÒÎËÕÖÆÖ ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ
tp � �h(dE0)

ÿ1, a ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÎÇ-
ÆÖÇÕ ËÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ q0 Ë O :

1
V 2 �

1
c 2

�
1� 8pnatjd j2�hoa

��hoa�2 � 2�dE0�2
�
.

±ÑÏËÏÑ ÓÇÛÇÐËâ (15), ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÅÑ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐ-
ÐÞÌ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔ, ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÒÇÓËÑÆËÚÇ-
ÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÐÇÅÂÓÏÑÐËÚÇÔ-
ÍËÏ ÄÑÎÐÂÏ, ÔÓÇÆË ÍÑÕÑÓÞØ ËÏÇáÕÔâ Ë ÍÐÑËÆÂÎßÐÞÇ.

¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÐÂÔÇÎÇÐÐÑÔÕË ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ,
ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÓÂÊÐÞÏ ÒÓÑÇÍÙËâÏ ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ, ÑÆË-
ÐÂÍÑÄÞ. °ÆÐÂÍÑ ÏÑÉÐÑ ÐÂÓÖÛËÕß àÕÖ ÔËÏÏÇÕÓËá, ÒÓÑ-
ÒÖÔÕËÄ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÚÇÓÇÊ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÖá ÔÓÇÆÖ ÔÎÂÃÑÇ ÙËÓ-
ÍÖÎâÓÐÑ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ. ¦ÔÎË àÕÑ ËÊÎÖÚÇÐËÇ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÇ, ÕÑ ÖÔÕÂÐÑÄËÄÛÂâÔâ ÓÂÊÐÑÔÕß ÐÂÔÇÎÇÐÐÑÔ-
ÕÇÌ ÏÇÉÆÖ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÏË ÖÓÑÄÐâÏË, ÔÄâÊÂÐÐÞÏË ÓÂÊ-
ÎËÚÐÞÏË ÒÇÓÇØÑÆÂÏË, ÃÖÆÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ë
ÕËÒÂ ÇÅÑ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË. ¥Îâ ÏÑÜÐÑÅÑ ÍÑÓÑÕÍÑÅÑ ËÏÒÖÎß-
ÔÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÐÂÒÓÂÄÎâÇÕÔâ ÊÂÕÇÏ Ä ÒÓËÅÑÕÑÄÎÇÐÐÖá ÒÑ-
ÆÑÃÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÔÓÇÆÖ, ÑÐÂ ÃÖÆÇÕ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ, Õ. Ç.
ÐÂÔÇÎÇÐÐÑÔÕË ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ ÃÖÆÖÕ ÓÂÊÎËÚÂÕßÔâ:
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n10 6� n20. £ ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (14) ÆÎâ ÕÂÍÑÌ ÔÓÇÆÞ a1 6�
a2. ¦ÔÎË, ÔÎÇÆÖâ ÓÂÃÑÕÂÏ [49, 50], ÒÑÎÑÉËÕß q1 � g=f Ë
q2 � h=f, ÕÑ (14) ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÃËÎËÐÇÌÐÑÌ ×ÑÓÏÇ

D 2�g�f ��a 2
1 gf ; D

2�h�f ��a 2
2 hf ; D

2� f �f ��g 2�h 2, (16)

ÅÆÇ D�a�b � � �da=dy�bÿ a�db=dy� ë ÑÒÇÓÂÕÑÓ ·ËÓÑÕÞ
[51, 52].

²ÇÛÇÐËÇ ÃËÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇ-
ÆÖáÜËÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ. ¶ÖÐÍÙËË g, h, f ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ä ×ÑÓ-
ÏÇ ÒÑÎËÐÑÏÑÄ, ÐÂÒÓËÏÇÓ

g � eg1 � e3g3; h � eh1 � e3h3; f � 1� e2f2 � e4f4.

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ àÕËØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ Ä (16) Ë ÒÓËÓÂÄÐËÄÂÐËÇ
ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÒÓË ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÔÕÇÒÇÐâØ e ÆÂ-
ÇÕ ÔËÔÕÇÏÖ äÊÂÙÇÒÎâáÜËØÔâã ÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ô ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÏË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË

D 2�g1 �1� � a 2
1 g1; D

2�h1 �1� � a22h1; 2D
2� f2 �1� � g 2

1 � h 2
1 ,

D 2�g3 �1� � a 2
1 g3 � a 2

1 g1 f2 ÿD 2�g1 �f2�;

D 2�h3 �1� � a 2
2 h3 � a 2

2 h1 f2 ÿD 2�h1 �f2�;

2D 2� f4 �1� � 2�g1g3 � h1h3� ÿD 2� f2 �f2�;

D 2�g3 �f2� �D 2�g1 �f4� � a 2
1 �g1 f4 � g3 f2�;

D 2�h3 �f2� �D 2�h1 �f4� � a 2
2 �h1 f4 � h3 f2�;

2D 2� f2 �f4� � g 2
3 � h 2

3 ; D 2�g3 �f4� � a 2
1 g3 f4;

D 2�h3 �f4� � a 2
2 h3 f4; D 2� f4 �f4� � 0:

²ÇÛÂâ àÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÆÐÑ ÊÂ ÆÓÖÅËÏ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß
ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ (16):

g � 2
���
2
p

a1 exp�y1�
�
1� exp

ÿ
2y2 � a12

��
,

h � 2
���
2
p

a2 exp�y2�
�
1ÿ exp

ÿ
2y1 � a12

��
;

f � 1� exp�2y1� � exp�2y2� � exp�2y1 � 2y2 � a12�,
ÅÆÇ exp a12 � �a1 ÿ a2�=�a1 � a2�; y1;2 � a1;2�yÿ y1;2�; y1;2 ë
ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ; ÒÓÑÚËÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ËÐÕÇ-
ÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÃÞÎË ÄÞÃÓÂÐÞ ÕÂÍËÏË, ÚÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÑÕÄÇÚÂÎÑ ÖÇÆËÐÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÇ. ´ÇÒÇÓß ÓÇÛÇÐËÇ ËÔ-
ØÑÆÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (14) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

q1�y��
2
���
2
p

exp�y1�
�
1�exp

ÿ
2y2 � a12

��
1�exp�2y1��exp�2y2��exp�2y1 � 2y2 � a12� , (17)

q2�y��
2
���
2
p

exp�y2�
�
1ÿ exp

ÿ
2y2 � a12

��
1�exp�2y1��exp�2y2��exp�2y1 � 2y2 � a12� . (18)

¦ÔÎË ÒÑÎÑÉËÕß n10 � n20, Õ. Ç. ÒÇÓÇÌÕË Í ÔÎÖÚÂá ÐÇÒÑ-
ÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÓÇÆÖÙËÓÖ-
ÇÕÔâ Í q1(y) � q2(y) � a1sech�a1(yÿ y1)�. ©ÂÒËÔÂÄ ÇÅÑ Ä ËÔ-

ØÑÆÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÆÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÙËÓÍÖÎâÓÐÑ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ
ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÇ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (15).

±ÓÑÄÇÆÇÐÐÞÌ ÄÞÛÇ ÂÐÂÎËÊ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐÇÐËâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍÑÌ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕË Ä ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ä
ÖÔÎÑÄËâØ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ÄÇÓØÐÇÅÑ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ
ÒÑÍÂÊÂÎ, ÚÕÑ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÕÂÍÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÑÔÕÑ-
âÐËâ ÔÓÇÆÞ. ²ÇÛÇÐËÇ, ËÊÄÇÔÕÐÑÇ ÆÎâ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ
[13, 14], ÕÓËÄËÂÎßÐÑ ÑÃÑÃÜÂÇÕÔâ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÄË-
ÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ, ÇÔÎË ÆÎâ ÓÂÊÐÑÔÕÇÌ ÐÂÔÇÎÇÐÐÑÔÕÇÌ ÏÇÉÆÖ
ÑÔÐÑÄÐÞÏ Ë ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞÏË ÔÑÔÕÑâÐËâÏË Ô ÓÂÊÎËÚÐÞÏË
ÒÓÑÇÍÙËâÏË ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ n10
� n20 � 1. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÙËÓÍÖÎâÓÐÑ ÒÑ-
ÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕßá Ä ÒÑÎÑÄËÐÖ ÒÇÓË-
ÑÆÂ ÍÑÎÇÃÂÐËâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÂÕÑÏÐÑÏÖ ÒÇÓÇØÑÆÖ.
³ÍÑÓÑÔÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÕÂÍÑÅÑ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ ÐÇ ÊÂ-
ÄËÔËÕ ÑÕ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ë ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ Ä [13].

¯ÑÄÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÑÎÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎ-
ÎÂ ë¢ÎÑØÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ ÒÓÇÆÄÂÓËÕÇÎßÐÑ
ÒÓËÅÑÕÑÄÎÇÐÐÂâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ ÔÓÇÆÂ ËÏÇÎÂ ÐÇÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÂÔÇÎÇÐÐÑÔÕÇÌ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÌ Ô ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÒÓÑÇÍÙËâÏË ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ: n10 6�
n20. °ÆÐÂ ËÊ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÄÇÍÕÑÓÂ ÐÂÒÓâÉÇÐ-
ÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ÄÇÆÖÜÂâ ÔÇÃâ ÍÂÍ Ä ÔÍÂÎâÓ-
ÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ë àÕÑ ÑÆÐÑÒÑÎâÓÐÞÌ ÄÔÒÎÇÔÍ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ. ¥ÓÖÅÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ë ÊÐÂÍÑÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ ÖÇÆËÐÇÐÐÂâ
ÄÑÎÐÂ. ¯Â ÓËÔ.1 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË Ô×Ç-
ÓËÚÇÔÍËØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÄÇÍÕÑÓÂ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÆÎâ ÆÄÖØ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÞ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ n10 Ë n20. ±ÓË ÔÕÓÇÏÎÇÐËË q 2

0 n01 ËÎË q 2
0 n02 Í

ÇÆËÐËÙÇ ÔÒÓÂÄÂ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ËÔÚÇÊÂÇÕ Ë Ä
ÙÇÎÑÏ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÙËÓÍÖÎâÓÐÑ ÒÑÎâÓËÊÑ-
ÄÂÐÐÞÏ.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÏÑÉÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ËÏ-
ÒÖÎßÔÑÄ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÔÓÇÆÂØ, ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÊÖÇÏÞØ ÒÇÓÇØÑÆÂÏË Ô ja � 0! jb � 1 Ë ja � 1! jb � 1.

°ÒËÓÂâÔß ÐÂ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËâ (15), ÏÑÉÐÑ ÃÑÎÇÇ
ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÏÑ-
ÆÇÎË ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÞØ ÂÕÑÏÑÄ. ¯ÂÌÆÇÏ ÒÑÎÖÛËÓËÐÖ ÔÒÇÍ-
ÕÓÂ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ. ¦ÔÎË ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÆÎË-
ÕÇÎßÐÑÔÕß ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ ÍÂÍ tp � 2�h(dE0)

ÿ1, ÕÑ ÇÅÑ
×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊ ÆÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

ÿ10 ÿ5 0 5 y
0

1

2

q13

ÿ10 ÿ5 0 5 y
0

1

2 q1

0

0.5
q2

ÿ0:5

ÿ1:0

ÿ5 0 5 y
0

0.5
q2

ÿ0:5

ÿ1:0

ÿ5 0 5 y

a Ã
²ËÔ.1. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ ÑÕ ÒÓËÄÇ-
ÆÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË y � ���

2
p

oa(t� z=V ) ÒÓË q 2
0 n01 � 4, q 2

0 n02 � 7 (a) Ë
q 2
0 n01 � 9, q 2

0 n02 � 8 (Ã).
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³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÑÎÖÛËÓËÐÂ ÔÒÇÍÕÓÂ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ
Dop ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ Doptp � (4=p) ln (2����
3
p

) � 1:677.
£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÔÒÇÍÕÓÂ ÍÄÂÊËÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎ-

ÐÞÏÂÍÔËÏÖÏE(o) ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇo � 0, ÐÑ Ô ÓÑÔÕÑÏo
ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ÄÑÎ-
ÐÑÄÑÌ ÒÂÍÇÕ (15), àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÕ. ´ÂÍËÏ ÑÃ-
ÓÂÊÑÏ, ÏÑÆÇÎß ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÑÅÑ ÂÕÑÏÂ ÒÓËÏÇÐËÏÂ Ä ÔÎÖ-
ÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ �hDop ÏÇÐßÛÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÆÐÑÌ ÆÇÔâÕÑÌ àÐÇÓ-
ÅÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÂÊÑÓÂ ÏÇÉÆÖ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞÏ Ë ÑÔÐÑÄÐÞÏ ÔÑ-
ÔÕÑâÐËâÏË.

±ÓËÏÇÐÇÐËÇ ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÑÌ ÏÑÆÇÎË ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕ ÑÕ-
ÍÂÊ ÑÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÍÂÔÍÂÆÐÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ. µÚÇÕ ÕÂÍÑÅÑ
ÓÑÆÂ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÔÆÇÎÂÐ Ä [19].

³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÆÎËÕÇÎßÐÑ-
ÔÕË ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÅÑ ÍÂÍ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (15),
ÕÂÍ Ë ×ÑÓÏÖÎÂÏË (17), (18), ÔÄâÊÂÐÐÑÇ Ô ×ÑÕÑËÑÐËÊÂÙËÑÐ-
ÐÞÏ ÒÓÇÆÇÎÑÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ: E0 4
Eat � 109 £/ÔÏ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß tp ÔÄâÊÂÐÂ Ô E0,
ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÊÂÍÎáÚËÕß, ÚÕÑ tp 5tat, ÅÆÇ tat � 2�h(dEat)

ÿ1.
±ÖÔÕß d �1¥, ÕÑÅÆÂ tat � 70 ×Ô. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ
ÄÞÛÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ tp (15) Ë Dop, ÒÑÎÖÚËÏ ×ÑÕÑ-
ËÑÐËÊÂÙËÑÐÐÞÌ ÒÓÇÆÇÎ ÆÎâ ÒÑÎÖÛËÓËÐÞ ÔÒÇÍÕÓÂ ÄËÆÇÑ-
ËÏÒÖÎßÔÂ: Dop 4 Doph � 2:25.1013 Ôÿ1.

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÞ ÏÑÅÖÕ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÕÔâ Ä ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÔÓÇÆÂØ, Ö ÍÑÕÑÓÞØ àÐÇÓ-
ÅËâ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ àÐÇÓÅËá ÑÔÐÑÄ-
ÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÍÂÍ ÏËÐËÏÖÏ ÐÂ 10�hDoph (ÚÕÑ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ
ÒÓËÏÇÓÐÑ 2.10ÿ20 ¥É). ±ÓË ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕË ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ
ÏÇÐÇÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÅÑ ÒÓÇÆÇÎÂ (tat � 70 ×c) ÂÏÒÎËÕÖÆÂ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÑÉÇÕ ÔÕÂÕß ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ÃÑÎß-
ÛÑÌ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÂÕÑÏÑÄ Ô àÎÇÍÕ-
ÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ Ä ÓÂÏÍÂØ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌÏÑÉÇÕ
ÑÍÂÊÂÕßÔâ ÐÇÍÑÓÓÇÍÕÐÞÏ. £ [20], ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÑ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÂÕÑÏÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍË, ÇÔÎË ÐÂ-
ÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÂÕÑÏÐÑÅÑ ÒÑÎÇÌ ÔÓÂÄÐË-
ÏÞ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÄÊÂ-
ËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ
Ô ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÏ Ô ÆÄÖÏâ (ËÎË ÃÑÎÇÇ) ÔÕÇÒÇ-
ÐâÏË ÔÄÑÃÑÆÞ.

2.3. ²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÑÆÐÑÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ
ÄÑÎÐ

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÞ
âÄÎâáÕÔâ ÔÎËÛÍÑÏ ÚÂÔÕÐÞÏË ÒÓËÏÇÓÂÏË, ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖ-
áÜËÏË ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕ-
ÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ. ¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÃÑÎÇÇ ÛËÓÑÍËÌ ÍÎÂÔÔ
ÖÇÆËÐÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÕËÒÂ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏË ÏÇÕÑ-
ÆÂÏË, ÒÓËØÑÆËÕÔâ ÒÓËÐËÏÂÕß ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÒÓÇÆÒÑ-
ÎÑÉÇÐËâ. ¬ÂÍ ÃÞÎÑ ÑÕÏÇÚÇÐÑ, ÖÔÎÑÄËÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÔÕË
ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÑÄ ÐÇâÄÐÑ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕ ÄÞÃÑÓ ÑÆÐÑÅÑ ËÊ
ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÇÅÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ. ´ÂÍËÏ ÑÃ-
ÓÂÊÑÏ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÔÓÂÊÖ ÒÓËÐâÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÑÆÐÑÐÂ-
ÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ËÔØÑÆÐÞØ ÒÑÎÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ®ÂÍÔ-
ÄÇÎÎÂ ë¢ÎÑØÂ, ÐÇ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂâÔß ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇÏ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÑÔÕË ÓÇÛÇÐËÌ.

³ËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ
ÍÑÓÑÕÍËØ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ä ÒÓËÐâÕÑÏ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËË, ÄÞÕÇÍÂÇÕ ËÊ ÒÑÎÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (6), ÅÆÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.1) ÔÎÇÆÖÇÕ ÊÂÏÇÐËÕß ÓÇÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÄÑÎ-
ÐÑÄÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÒÓÂÄËÎÖ ËÊ ÓÂÊÆ.1. ´ÂÍËÏ

ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÔÎÇ-
ÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

qE
qz
� 1

c
qE
qt
� ÿ

�
2pd
c

��
qr1
qt

�
.

µÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÎÑØÂ (6.2) ÔÑØÓÂÐâáÕÔâ ÒÓÇÉÐËÏË. £ ÐÑÄÞØ
ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ t�oa(tÿz=c), z� (4pnatd 2=c�h)z
Ë q � (2d=�hoa�E ÓÇÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ë
¢ÎÑØÂ (²®¢-ÖÓÂÄÐÇÐËâ) ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÍÂÍ

qq
qz
� ÿ q

qt
hr1i; qr1qt � ÿr2;

qr2
qt
� r1 � qr3;

qr3
qt
� ÿqr2. (19)

©ÆÇÔß ÖÅÎÑÄÞÇ ÔÍÑÃÍË ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÄÔÇÏ
ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÞÏ ÂÕÑÏÂÏ Ë ÆÇÎÇÐËÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ ÔÖÏÏÞ ÐÂ
ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËá àÕËØ ÂÕÑÏÑÄ nat.

ªÊÄÇÔÕÐÑ [14, 15, 53], ÚÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ ²®¢-ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÑ-
ÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÍÂÍ ÖÔÎÑÄËÇ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÔÕË ÒÂÓÞ
ÎËÐÇÌÐÞØ ÏÂÕÓËÚÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÚÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ÑÔÐÑÄÑÌ
ÆÎâ ÒÓËÏÇÐÇÐËâÏÇÕÑÆÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÓÂÔÔÇâÐËâ (°©²)
[54, 55] Í ÓÇÛÇÐËá ÔËÔÕÇÏÞ (19). ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÄ, ÚÕÑ ÆÑ
ÒÓËØÑÆÂ ËÏÒÖÎßÔÂ Ë ÒÑÔÎÇ ÇÅÑ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ ÄÔÇ ÂÕÑÏÞÓÇ-
ÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË, ÏÑÉ-
ÐÑ ÐÂÌÕË ÕÑÚÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ²®¢-ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÃÖ-
ÆÖÕ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÍÂÍ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÑÄ, ÕÂÍ
Ë ÑÃÎÂÆÂáÜËØ ÐÇÔÖÜÇÌ µ¬ª. £ÔÇ ÆÇÕÂÎË ÓÇÛÇÐËâ ÔËÔÕÇ-
ÏÞ (19) ÏÇÕÑÆÑÏ °©² ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [53], ÊÆÇÔß ÉÇ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐÞ ÕÑÎßÍÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ.

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ N-ÔÑÎËÕÑÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ²®¢-ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

q�z; t�2 � 4
d2

dt2
ln det

ÿ
1� Ĥ �Ĥ

�
, (20)

ÅÆÇ ÏÂÕÓËÙÂ Ĥ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÔÄÑËÏË ÏÂÕÓËÚÐÞÏË àÎÇÏÇÐ-
ÕÂÏË

Hnm � �CnCm�1=2 exp�it�ln ÿ l �m��
ln ÿ l �m

;

Cn�z� � Cn�0� exp

 �
2ilnoa

4l 2
n ÿ o 2

n

�
z

!
.

¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÚËÔÎÂ ln Ë Cn, ÅÆÇ n;m � 1, 2,...,N, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÆÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ
ËÏÒÖÎßÔÂ ÐÂ ÄØÑÆÇ Ä ÔÓÇÆÖ (ÒÓË z � 0).

³ÎÇÆÖâ [53], ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (20) ÖÆÑÃÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕß Í
ÃÑÎÇÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏÖ ÄËÆÖ. £ ÒÇÓÄÖá ÑÚÇÓÇÆß ÑÒÓÇÆÇÎâ-
ÇÕÔâ ÏÂÕÓËÙÂ Ĵ, ÕÂÍÂâ, ÚÕÑ

�ĤĴ�nm �
ÿi exp�i�ln ÿ lm�tÿ an ÿ am�

ln � lm
, (21.1)

�ĴĤÿ1�nm �
ÿi exp�i�ln�lm�t�an�am�2�bn�bm��

ln � lm
, (21.2)

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ an Ë bn ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ËÊ ÔÎÇÆÖáÜËØ ÄÞ-
ÓÂÉÇÐËÌ:

iC�z� � exp�ÿ2an�bz��;Y
j

�lj � ln�
�Y

j 6�n
�lj ÿ ln�

�ÿ1
� ÿi exp�2bn�.
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¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ q(z; t) ë ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ. ¿ÕÑ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ lm Ë Cn âÄÎâáÕÔâ ÎËÃÑ ÚËÔÕÑ ÏÐË-
ÏÞÏË, ÎËÃÑ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÂÐÕËàÓÏËÕÑÄÞ ÒÂÓÞ: l �m � ÿln,
C �m � ÿCn. ¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ àÕÑÅÑ ×ÂÍÕÂ ÃÂÊËÓÖÇÕÔâ ÐÂ
ÔÄÑÌÔÕÄÂØ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÏÇÕÑÆÂ °©² [54, 55] Ë
ÊÆÇÔß ÐÇ ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ ĤĴ � ĴĤ �, ÕÂÍ ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (21) ÆÂáÕ

ÿ
ĴĤ ÿ1 � ĴĤ ��nm �Mnm exp�bn � bm�,

ÅÆÇ

Mnm � cosh�Wn � Wm�
2i�ln � lm� ;

Wn � 1
4

�
kntÿ

�
4oakn
k 2
n � o 2

a

�
z� dn

�
; kn � 4iln.

³ ÖÚÇÕÑÏ àÕËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ×ÑÓÏÖÎÂ (20) ÒÇÓÇÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
Ä ÃÑÎÇÇ ËÊâÜÐÑÏ ÄËÆÇ:

q�z; t�2 � 4
d2

dt2
ln det

ÿ
M̂
�
. (22)

¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÕÑÏÖ ÚÕÑ ÄÔÇ lm ÏÑÉÐÑ ÔÅÓÖÒÒËÓÑÄÂÕß Ä L1

ÚËÔÕÑ ÏÐËÏÞØ ÚËÔÇÎ Ë Ä L2 ÂÐÕËàÓÏËÕÑÄÞØ ÒÂÓ (ÒÓËÚÇÏ
N � L1 � 2L2),N-ÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ²®¢-ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÔÑ-
ÔÕÑâÕ ËÊ L1 ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ (1-ÔÑÎËÕÑÐÑÄ) Ë
ËÊ L2 ÃÓËÊÇÓÑÄ (breather) (ËÎË ÃËÑÐÑÄ ë ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÒÂÓ ÔÑ-
ÎËÕÑÐ ë ÂÐÕËÔÑÎËÕÑÐ). ¢ÓËÊÇÓÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÞÇ ÖÇÆËÐÇÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÑÃÎÂÆÂáÜËÇ ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏË ÑÔ-
ÙËÎÎâÙËâÏË. £ ÕÇÑÓËË ³ª± ËØ ÐÂÊÞÄÂáÕ 0p-ËÏÒÖÎßÔÂ-
ÏË, Ä ÑÕÎËÚËe ÑÕ 2p-ËÏÒÖÎßÔÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÏ ÑÕÄÇÚÂáÕ 1-
ÔÑÎËÕÑÐÞ [14, 43]. ¢ÓËÊÇÓÞ, ÍÂÍ Ë 1-ÔÑÎËÕÑÐÞ, ÖÔÕÑÌÚËÄÞ
ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâÏ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ ËÎË Ô ÆÓÖ-
ÅËÏË ÔÑÎËÕÑÐÂÏË.

²ÇÛÇÐËÇ ²®¢-ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ 1-ÔÑÎËÕÑÐÖ,
ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ

qoa�z; t� � k1sech
�
1
2
k1

�
tÿ z

V1

��
, (23)

ÅÆÇ ÅÓÖÒÒÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕßV1 � c�1� ha0oa�k 2
1 � 4o2

a�ÿ1i�ÿ1 Ë
a0 � 4pnatd 2=�hoa. ¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ²®¢-ÄÇÓÔËÇÌ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÒÑÎÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ®ÂÍ-
ÔÄÇÎÎÂ ë¢ÎÑØÂ (8.2). ¿ÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ ÕÂÍÑÅÑ
ÔÑÓÕÂ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÐÇÔÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÑÆ-
ÐÑÒÑÎâÓÐÞÌ ÄÔÒÎÇÔÍ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, Õ. Ç.
ÒÑ ÒÓËÐâÕÑÏÖ ÊÆÇÔß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá âÄÎâÇÕÔâ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎß-
ÔÑÏ.

³ÓÇÆË ÆÄÖØÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ²®¢-ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (19)
ÇÔÕß ÓÇÛÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÞÅÎâÆËÕ ÍÂÍ

qoa�t; z� �
�
k 2
1 ÿ k 2

2

k 2
1 � k 2

2

�
6k1sech W1 � k2sech W2

1ÿ B12�tanh W1 ÿ tanh W2 ÿ sech W1sech W2�, (24)

ÅÆÇ

B12 � 2k1k2
k 2
1 � k 2

2
Ë Wn � kn

2

�
tÿ z

c

�
1� 4a0oa

k 2
n � 4o2

a

��
.

¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÇ ÆÄÖØ ÄËÆÇÑËÏ-
ÒÖÎßÔÑÄ (ÓËÔ.2) Ä ÕÑÏÉÇ ÔÏÞÔÎÇ, ÍÂÍ àÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä ÕÇ-
ÑÓËË³ª±ÆÎâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ ÆÄÖØ 2p-ËÏÒÖÎßÔÑÄ®ÂÍ¬ÑÎ-
ÎÂ ë·ÂÐÂ. °ÆÐÂÍÑ 2p-ËÏÒÖÎßÔ ë àÕÑ ÔÑÎËÕÑÐ c ÏÇÆÎÇÐÐÑ
ÏÇÐâáÜÇÌÔâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÑÅËÃÂáÜÇÌ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÊÆÇÔß ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔ-
ÍÑÅÑ ÒÑÎâ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÆÄÖØÔÑÎËÕÑÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (19) ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÑÃÑÃ-
ÜÇÐËâ 2p-ËÏÒÖÎßÔÂ. ±ÖÔÕß l1 Ë l2 ËÎË k1 Ë k2 ÑÃÓÂÊÖáÕ
ÒÂÓÖ ÂÐÕËàÓÏËÕÑÄÞØ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÚËÔÇÎ (Õ. Ç. k1 � ÿk �2 ).
£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÄÖØÔÑÎËÕÑÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ²®¢-ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÃÓËÊÇÓÖ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÏÖ ÔÑÃÑÌ ÄÇÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÖá ÖÇÆËÐÇÐÐÖá ÄÑÎÐÖ Ô ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏË ÑÔÙËÎÎâÙËâÏË
(ÓËÔ.3). °ÅËÃÂáÜÂâ àÕÑÌ ÄÑÎÐÞ ÇÔÕß ÂÐÂÎÑÅ 0p- ËÏÒÖÎßÔÂ
®ÂÍ¬ÑÎÎÂ ë·ÂÐÂ.

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÖÔÕß k1 � ÿk �2 � k0 � 2iO Ë d1 �
ÿd �2 � d0 � id00. ´ÑÅÆÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (24) ÆÂÇÕ ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇ-
ÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (19) [43]:

qoa�t; z� � 2k0sech Wreal

�
cos Wim ÿ g sin Wim tanh Wreal

1� g2 sin2 Wimsech2Wreal

�
, (25)

ÅÆÇ g � k0=2O Ë

Wreal �

� 1
2
k0

�
tÿ z

c

�
1� 4a0oa

�
k 2
0 � 4

ÿ
o2

a � O 2��
k 4
0�8k 2

0

ÿ
o2

a�O 2��16ÿo2
a�O 2�2

��
� d0,

Wim �

� O
�
tÿ z

c

�
1� 4a0oa

�
4
ÿ
o2

a ÿ O 2�ÿ k 2
0

�
k 4
0�8k 2

0

ÿ
o2

a�O 2��16ÿo2
a�O 2�2

��
� d00:

0

1

2

q

10
5

0
ÿ5

ÿ10 ÿ15 t ÿ10
ÿ5

0
5

10

z

²ËÔ.2. ³ÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÇ ÆÄÖØ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÑÄ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (24) ÒÓË ËØ ÐÑÓ-
ÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕâØ tp1;2 � 1 Ë 0.5 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

4
2

0
ÿ2
ÿ4
ÿ6
ÿ8
ÿ10 ÿ8

ÿ6 ÿ4
ÿ2 0

2
4

6

z
t

q

0

1

²ËÔ.3. £ËÆÇÑËÏÒÖÎßÔ Ä ×ÑÓÏÇ ÃÓËÊÇÓÂ Ô ÐÇÃÑÎßÛËÏ ÚËÔÎÑÏ ÍÑÎÇÃÂ-
ÐËÌ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ÒÑÆÑÃÐÞÌ 0p-ËÏÒÖÎßÔÖ
®ÂÍ¬ÑÎÎÂ ë·ÂÐÂ.
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¬ÂÍ Ë Ä ÕÇÑÓËË ³ª± ÆÎâ 0p-ËÏÒÖÎßÔÂ, ÓÇÛÇÐËÇ (25)
²M¢-ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ËÏÒÖÎßÔ Ô ÐÖÎÇÄÑÌ ÒÎÑÜÂÆßá.
£ÞÃÇÓÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ k0 Ë O ÕÂÍËÏË, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ k0 � O.
²ÂÔÍÎÂÆÞÄÂâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (25) ÆÑ ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ g,
ÒÑÎÖÚÂÇÏ

qoa�t; z� � 2k0sech Wreal cos Wim.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, 2p-ËÏÒÖÎßÔ ®ÂÍ¬ÑÎÎÂ ë·ÂÐÂ âÄÎâÇÕÔâ
ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ ÃÓËÊÇÓÂ ÔËÔÕÇÏÞ ²®¢-ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(19). ²ÂÔÍÎÂÆÞÄÂâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (25) Ä ÓâÆ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ g,
ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏÖ ËÏÒÖÎßÔÖ Ä
ÕÇÑÓËË ³ª± (Õ. Ç. Í 2p-ËÏÒÖÎßÔÖ). £ ÒÇÓÄÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ g
ËÊ (25) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

qoa�t; z� � 2k0sech Wreal cos�Wim � f�t; z��, (26)

ÅÆÇ f(t; z) � g tanhWreal. ¿ÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ 2p-ËÏ-
ÒÖÎßÔ Ô ×ÂÊÑÄÑÌ ÏÑÆÖÎâÙËÇÌ (ÒÑÔÎÇÆÐáá ÕÂÍÉÇ ÐÂÊÞÄÂ-
áÕ ÚËÓÒÑÏ). °ÒÓÇÆÇÎËÄ ÏÅÐÑÄÇÐÐÖá ÚÂÔÕÑÕÖ ÍÂÍ Doch �
qf=qt, ÐÂÌÆÇÏ, ÚÕÑ Doch � g2oasech2Wreal.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÕÇÑÓËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑ-
ÓÑÕÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÑÔÐÑ-
ÄÂÐÐÂâ ÐÂ ²®¢-ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (19), ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ËÐ-
ÕÇÓÒÑÎËÓÖáÜÖá ÕÇÑÓËá, ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓÑÔÕË-
ÓÂáÕÔâ ÑÕ ÔÎÖÚÂâ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÑÄ Ä ×ÑÓÏÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÞØ ÑÆÐÑÒÑÎâÓÐÞØ ÄÔÒÎÇÔÍÑÄ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÆÑ ÔÎÖÚÂâ ÏÇÆÎÇÐÐÑÏÇÐâáÜËØÔâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÄÓÇÏÇ-
ÐË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÑÅËÃÂáÜËØ µ¬ª. ¯ÇÆÑÔÕÂÕÍË àÕÑÌ ÕÇ-
ÑÓËË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÒÓËÐâÕÑÌ Ä ÐÇÌ ÏÑÆÇÎßá ÆÄÖØÖÓÑÄ-
ÐÇÄÞØ ÂÕÑÏÑÄ, ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËØ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÖá ÔÓÇÆÖ.

3. ¥ÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÞÇ ÔÓÇÆÞ
ÒÓË ÖÔÎÑÄËË ÍÄÂÊËÓÇÊÑÐÂÐÔÂ

¦ÔÎË ÐÂ ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÖá ÔÓÇÆÖ ÒÂÆÂÇÕ ÄÑÎÐÂ ÏÑÐÑØÓÑ-
ÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ô ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ Em, ÕÑ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË
ÔÕÓÑÅÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ ÐÂÔÇÎÇÐÐÑÔÕß ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍË ÏÇÐâÇÕÔâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ ²ÂÃË oR �
dEm=�h. £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ ÄÑÎÐÂ
âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ, ÏÑÉÐÑ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÑÒ-
ÓÇÆÇÎËÕß ÏÅÐÑÄÇÐÐÖá ÚÂÔÕÑÕÖ ²ÂÃË ÒÑ ÕÑÏÖ ÉÇ ÒÓËÐÙË-
ÒÖ, ÒÑÐËÏÂâ ÕÇÒÇÓß ÒÑÆ Em ÏÅÐÑÄÇÐÐÖá ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕß
ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ. °ÒÓÇÆÇÎÇÐÐÂâ
ÕÂÍ ÚÂÔÕÑÕÂ ²ÂÃË ÐÇ ÂÔÔÑÙËËÓÖÇÕÔâ ÕÇÒÇÓß Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÑÔ-
ÙËÎÎâÙËÌ ÐÂÔÇÎÇÐÐÑÔÕË àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÑÄÐÇÌ, Â ÔÎÖ-
ÉËÕ ÏÇÓÑÌ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÑÎÐÞ.

±ÖÔÕß ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ÃÖÆÇÕ ÕÂÍÑÄÂ, ÚÕÑ ÚÂÔÕÑÕÂ
²ÂÃË ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÏÂÎÑÌ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÐÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ. ¿ÕÑ ÊÐÂÚËÕ, ÚÕÑ Ä ÕÇÑÓËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐÇÐËâ ÕÂÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÒÑâÄËÎÔâ ÏÂÎÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ e �
oR=oa. ´ÇÒÇÓß ÏÑÉÐÑ ÒÑÒÞÕÂÕßÔâ ÓÇÛËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¢ÎÑØÂ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ, ÒÓÇÆÔÕÂÄËÄ ËØ ÓÇÛÇÐËâ ÍÂÍ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËÇ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ e. ±ÑÆÔÕÂÄËÄ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ Ä
×ÑÓÏÖÎÞ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËá ÔÓÇÆÞ, ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ
àÄÑÎáÙËË ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ.

3.1. ³ÎÖÚÂÌ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÎÑØÂ (6.2), ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒËÔÞÄÂ-
áÕ àÄÑÎáÙËá ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÑÅÑ ÂÕÑÏÂ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ àÎÇ-
ÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÑÅÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ
ÄÇÎËÚËÐÑÌ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ E. £ÄeÆâ
ÐÑÄÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ q � p � iE=jE0j, B � r1 � ir2 Ë C � r1ÿ
ir2, ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.2) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÍÂÍ

oR
qB
qT
ÿ ioaB � 2oRqr3; oR

qC
qT
� ioaC � ÿ2oRpr3, (27.1)

qr3
qT
� Bpÿ Cq, (27.2)

ÅÆÇ oR � djE0j=�h; jE0j ë ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ jEj;
T � oRt. ¶ÑÓÏÂÎßÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (27.2) ÏÑÉÐÑ ÒÓÑËÐÕÇÅ-
ÓËÓÑÄÂÕß:

r3 � s�
� T

ÿ1
�Bpÿ Cq�dT 0,

ÅÆÇ s � ÿ1 ÆÎâ ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ. ¦ÔÎË ÑÒÓÇÆÇÎËÕß
ÆÄÖØÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ v � colon�B;C�,w� colon�q; p�,
ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (27.1) ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÍÂÍ ÑÆÐÑ
ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÿ

oRR̂ÿ ioa
�
v � 2oRsw, (28)

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÏÂÕÓËÚÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ

R̂ � 1 0
0 ÿ1

� �
q
qT
ÿ 2 q

�
p ÿq � q

p
�
p ÿp � q

� �
.

¿ÕÑÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ Ä ÕÇÑÓËË ÔÑÎËÕÑÐÑÄ
[55]. ªÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ u

�
v, ÄØÑÆâÜËÇ Ä ÑÒÓÇÆÇ-

ÎÇÐËÇ R̂, ÊÂÆÂÐÞ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÒÓÂÄËÎÑÏ:�
u
�
v
�
f �T� � u�T�

� T

ÿ1
v�t� f �t�dt; Vf �t�.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÓÇÊÑÎßÄÇÐÕÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ Ĝ � (1� ieR̂)ÿ1,
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (28) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÍÂÍ v � 2iseĜw.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓ e � oR=oa âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÎÞÏ, ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÏ àÕÑÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓ Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ e:

Ĝ � ÿ1� ieR̂
�ÿ1 � 1ÿ ieR̂ÿ e2R̂ 2 � ::: .

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ, ÔÎÇÆÖáÜËÇ ËÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ R̂,

R̂
q
p

� �
�

qq
qT

ÿ qp
qT

0B@
1CA; R̂ 2 q

p

� �
�

q2q
qT 2 ÿ 2q�pq�
q2p
qT 2 ÿ 2p�qp�

0BB@
1CCA;

Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ e ÊÂÒËÛÇÏ

B � 2ies
�
qÿ ie

qq
qT
ÿ e2

q2q
qT 2 � 2e2q�qp�

�
,

C � 2ies
�
p� ie

qp
qT
ÿ e2

q2p
qT 2 � 2e2p�pq�

�
.

µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ r1 � (B� C)=2 Ë q � p, ÒÑÎÖÚËÏ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ ÆÎâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË, ÒÓËØÑÆâÜÇÌÔâ ÐÂ ÑÆËÐ ÂÕÑÏ: r1 �
2ies(qÿ e2q2q=qT 2 � 2e2q3). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔ-
ÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.1) ÆÑÎÉÐÑ ÔÕÑâÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÑÆÐÑÅÑ ÂÕÑÏÂ

hr1i � ÿ
�
2ds
�hoa

�
E �

�
2ds
�ho3

a

�
q2E
qt 2
�
�
4d 3s

�h 3o3
a

�
E 3. (29)

´ÇÒÇÓß ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓËÏÇÓÞ ÄÑÎÐÑÄÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ.
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3.2. ¯ÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (29) Ä (6.1) Ô ÖÚÇÕÑÏ ÐÇÑÆÐÑ-

ÓÑÆÐÑÅÑ ÖÛËÓÇÐËâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÎËÐËË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÒÓË-
ÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá [56]:

q2E
qz2
ÿ 1
V 2

q2E
qt 2
� q2

qt 2

�
a1E 3 � b1

q2E
qt 2

�
, (30)

ÅÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ a1, b1 Ë ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇ-
ÐËâ V ÆÂáÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË:

a1 �
�
16pnatsjd j4
c2�h 3o3

a

�
; b1 �

�
8pnatsjd j2
c2�ho3

a

�
,

1
V 2 �

1
c2

�
1ÿ

�
8pnatsjd j2

�hoa

��
.

£ÄÇÆÇÏ ÐÑÄÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ t � (jb1jV 4)ÿ1=2z, z �
(jb1jV 2)ÿ1=2t Ë ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÖá ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏÒÖÎßÔÂ u(t; z) � (ja1jV 2)1=2E(z; t). £ àÕËØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (30) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

q2u
qt2
� q2

qz 2

�
u� su 3 � s

q2u

qz 2

�
, (31)

ÅÆÇ s � signa1 � signb1 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÊÐÂÍ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ ÓÂÊ-
ÐÑÔÕË ÐÂÔÇÎÇÐÑÔÕÇÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÑÄ-
ÐÇÌ. ¿ÕÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ËÊÎÖÚÇÐËâ
Ä ÆËÔÒÇÓÅËÓÖáÜÇÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ
ÂÏÒÎËÕÖÆÂ àÕËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÏÂÎÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÐÂÒÓâ-
ÉÇÐÐÑÔÕßá ÂÕÑÏÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ¿ÕÑ ÑÒËÔÂÐËÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑ ÑÕ ÑÅ-
ÓÂÐËÚÇÐËÌ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÖÔÎÑÄËÇÏ ÏÇÆÎÇÐÐÑÔÕË ËÊÏÇÐÇ-
ÐËâ ÑÅËÃÂáÜÇÌ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÐÑ ËÏÇáÕ ÏÇÔÕÑ ËÐÞÇ ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐËâ, ÅÎÂÄÐÑÇ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ë ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÞØ
ÂÕÑÏÑÄ ÆÎâ ÔÓÇÆÞ.

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ (31) ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ËÊÄÇÔÕÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÖÔÔËÐÇÔÍÂ
(ÔÏ. [55], Ô. 117) ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá Ë ÒÑ àÕÑÌ
ÒÓËÚËÐÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÄÒÑÎÐÇ ËÐÕÇÅÓË-
ÓÖÇÏÞÏ. °ÆÐÂÍÑ ÐÂÌÕË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ (31) ÐÇÔÎÑÉÐÑ.

±ÖÔÕß u ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ y �
z� at Ë ÒÓË t! �1 ÒÑÎÇ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÑÆÐÑÄÓÇ-
ÏÇÐÐÑ ÔÑ ÄÔÇÏË ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË. ¥ÂÐÐÑÇ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÏÑÉ-
ÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÍÓÂÇÄÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ
ÖÇÆËÐÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ô ÐÖÎÇÄÞÏË ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂÏË. ªÊ (31)
ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ d2u=dy 2 � s(a2 ÿ 1)uÿ u3. ¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÚÂÔÕÑ ÄÔÕÓÇÚÂÇÕÔâ Ä ÕÇÑÓËË ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ Ë ÇÅÑ ÓÇ-
ÛÇÐËÇ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏË ÏÇÕÑÆÂÏË. £ÇÜÇÔÕÄÇÐ-
ÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ ÍÓÂÇ-
ÄÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ, ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÒÓË p 2 � s(a2 ÿ 1) > 0. ªÐÕÇ-
ÅÓËÓÖâ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ:

u�y� � p���
2
p

cosh� p�yÿ y0��
,

ÅÆÇ y0 ë ÍÑÐÔÕÂÐÕa ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ, ÍÑÕÑÓÂâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÄÞÃÓÂÐÂ ÓÂÄÐÑÌ ÐÖÎá. £ ËÔØÑÆÐÞØ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (31) ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ

u�z; t� � u0sech
n ���

2
p

u0
h
z� t

ÿ
1� 2su20

�1=2io
. (32)

²ÂÊÎËÚÐÞÇ ÊÐÂÍË Ä ÂÓÅÖÏÇÐÕÇ ×ÖÐÍÙËË Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË
(32) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÓÂÊÐÞÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÖÇÆËÐÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÒÑ-
ÅÎÑÜÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÇ (Õ. Ç. ÒÓË s � ÿ1) ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÂâ ÂÏ-
ÒÎËÕÖÆÂ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÂ: u20 4 0:5.

±ÑÏËÏÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ Ä ×ÑÓÏÇ ÄËÆËÑËÏ-
ÒÖÎßÔÑÄ (32) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (31) ËÏÇÇÕ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇ-
ÐËâ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÍÐÑËÆÂÎßÐÞÏ ÄÑÎÐÂÏ, Ë ÓÇÛÇÐËâ Ô ÐÇ-
ÐÖÎÇÄÞÏË ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂÏË ÒÓË t! �1, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÕÄÇ-
ÚÂáÕÕÇÏÐÑÄÞÏ ÖÇÆËÐÇÐÐÞÏ ÄÑÎÐÂÏ [57, 58]. ³ÓÇÆË ÕÇÏÐÑ-
ÄÞØ ÖÇÆËÐÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ ËÏÇÇÕÔâ ÍÎÂÔÔ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ÔÑÎË-
ÕÑÐÑÄ, Õ. Ç. ÖÇÆËÐÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ, ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÒÂÆÂ-
áÕ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÐÇàÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ.

¥Îâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÊÆÇÔß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕÂÍÑÇ ÓÇÛÇ-
ÐËÇ ÄÞÅÎâÆËÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

u�y� � u1 ÿ 4u1

1�
h
z� t

ÿ
1� 3su21

�1=2i2 ,
ÅÆÇ u1 � lim u ÒÓË t! �1. ¿ÕË ÓÇÛÇÐËâ ÐÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖ-
áÕ µ¬ª àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ë ÖÒÑÏËÐÂáÕÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ
ÓÇÛÇÐËÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (31).

3.3. °ÆÐÑÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÔÍÂÎâÓÐÞÇ ÄÑÎÐÞ

¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ä ÓÇÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÑÏ
ÄÑÎÐÑÄÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË

qE
qz
� 1

c
qE
qt
� ÿ 2pnatd

c

�
qr1
qt

�
,

ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÏ Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ
ÄÑÎÐÞ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ Ä ÑÆÐÑÏ ËÊ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ [14, 56], ÒÑÆÔÕÂÄËÏ Ä ÐÇÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË (29) Ë ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

qE
qz
� 1
V
qE
qt
� aE 2qE

qt
� b

q3E
qt 3
� 0, (33)

ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ Ä ÍÑÕÑÓÑÏ Ë ÅÓÖÒÒÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕßV ÆÂáÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË

a �
�
24pnatsjd j4

c�h 3oa

�
; b1 �

�
4pnatsjd j2

c�ho3
a

�
,

1
V
� 1

c

�
1ÿ

�
4pnatsjd j2

�hoa

��
.

£ ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ t � jbjz, z � tÿ z=V, u(t; z) �
(a=6b)1=2E(z; t) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (33) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ×ÑÓÏÖ ÏÑÆË×Ë-
ÙËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬ÑÓÕÇÄÇÅÂ ë ÆÇ ¶ÓËÊÂ (®¬¶-
ÖÓÂÄÐÇÐËâ)

s
qu
qt
� 6u2

qu
qz
� q3u

qz 3
� 0.

ªÊÄÇÔÕÐÑ [59], ÚÕÑ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÄÒÑÎÐÇ ËÐ-
ÕÇÅÓËÓÖÇÏÞÏ Ë ÇÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑ-
ÎÖÚÇÐÞ ÏÇÕÑÆÑÏ °©² [54, 55]. ´ÂÍ, ÑÆÐÑÔÑÎËÕÑÐÐÑÇ ÓÇÛÇ-
ÐËÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

us�t; z� � u0sech
ÿ
u30tÿ su0z� d0

�
, (34)

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ u0 Ë d0 ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ËÊ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑ-
ÄËÌ Ä ÓÂÏÍÂØ ÏÇÕÑÆÂ °©². ¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ËÏÒÖÎßÔÖ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÉÐÑ ËÐÕÇÓ-
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ÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔ.®ÐÑÅÑÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÓÇÛÇ-
ÐËâ®¬¶-ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ Ë ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÑÄ ÓÂÊÎËÚÐÑÌ ÒÑ-
ÎâÓÐÑÔÕË, Â ÕÂÍÉÇ ÃÓËÊÇÓÞ (ÓËÔ.4), ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÉÐÑ ËÐ-
ÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ µ¬ª, ÑÃÎÂÆÂáÜËÇ ÐÇÔÖÜÇÌ ÄÑÎÐÑÌ.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÂÍÑÇ ÃÓËÊÇÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ®¬¶-ÖÓÂÄÐÇÐËâ
[59]:

ub�t; z� � ÿ 4u0
v0

v coshW1 sin W2 ÿ u0 sinh W1 cos W2
cosh2 W1 � �u0=v0� cos2 W2

, (35)

ÅÆÇ W1�2u0z�8u0(3v20ÿu20)t�d1; W2�2v0z�8v0(v20ÿ3u20)t� d2.
±ÂÓÂÏÇÕÓÞ u0; v0; d1 Ë d2 ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ËÊ ÐÂÚÂÎßÐÞØ

ÖÔÎÑÄËÌ. ¦ÔÎË àÕË ÖÔÎÑÄËâ ÕÂÍÑÄÞ, ÚÕÑ u0 � v0, ÕÑ ÓÇÛÇ-
ÐËÇ (35) ÊÂÒËÛÇÕÔâ ÍÂÍ

ub�t; z� � ÿ4u0sech W1 sin W2.

¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕµ¬ª, ËÏÇáÜËÌ ÑÅËÃÂáÜÖáÄ
ÄËÆÇ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÇÍÂÐÔÂ Ë ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÇ ÐÂ-
ÒÑÎÐÇÐËÇ, Õ. Ç. ÐÇÔÖÜÖá (ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÖá) ÄÑÎÐÖ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ ÃÓËÊÇÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (33) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ×ÇÏÕÑÔÇÍÖÐÆÐÞÇ ÑÒÕËÚÇÔÍËÇ
ËÏÒÖÎßÔÞ ÃÑÎÇÇ ÂÆÇÍÄÂÕÐÑ, ÚÇÏ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÇÆËÐÅÇÓÂ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÚÂÔÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ Ä
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÄÑÎÑÍÑÐÐÑÌ ÑÒÕËÍÇ [60].

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÔÓÇÆË ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (33)
ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÓÇÛÇÐËâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÕÇÏÐÑÄÞÏ ÔÑÎË-
ÕÑÐÂÏ, ÄÐËÏÂÐËÇ Í ÍÑÕÑÓÞÏ ÃÞÎÑ ÒÓËÄÎÇÚÇÐÑ Ä ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÑÌ ÄÑÎÑÍÑÐÐÑÌ ÑÒÕËÍÇ [57, 58]. ³ÓÇÆË ÐËØ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÇ ÔÑÎËÕÑÐÞ [61, 62], ÐÂÒÓËÏÇÓ

u�t; z� � u0 ÿ 4u0
1� 4u20�zÿ 6u20t�2

.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (33) ÆÂÇÕ ÑÒËÔÂÐËÇ ÑÒÕË-
ÚÇÔÍËØµ¬ª, ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ë ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÑÄ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ
Ô ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ÃÇÊ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜËØÔâ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÑÅËÃÂáÜËØ Ë ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËâ ÑÆ-
ÐÑÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÔÕË ÄÑÎÐ. ´ÑÕ ÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÃÞÎ ÒÑÎÖÚÇÐ Ä
[63] ËÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ.

3.4. ¬ÄÂÊËÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ
ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ

¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÑÎâÓËÊÑ-
ÄÂÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÖÔÎÑÄËâØ ÍÄÂÊË-
ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÏÑÆÇÎßá ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÑÌ ÔÓÇ-
ÆÞ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÑÌ ÐÂ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ¢ÎÑØÂ (11) Ë
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ Ä ÓÂÊÆ. 2.2. ±ÖÔÕß ÂÏÒÎËÕÖÆÂ àÎÇÍÕÓËÚÇÔ-
ÍÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ÏÂÎÂ, ÚÕÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ
ÖÔÎÑÄËÇ e � oR=oa � jd13jE0=�hoa, ÅÆÇ E0 � max jE ��1�j ë
ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ. ²ÇÛÇÐËÇ
ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (11) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÏÇÕÑÆÑÏ
ÓÇÊÑÎßÄÇÐÕÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ [64] ÕÑÚÐÑ ÕÂÍÉÇ, ÍÂÍ àÕÑ ÃÞÎÑ
ÔÆÇÎÂÐÑ ÆÎâ ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÓÂÊÆ.3.1. £ÄÇÆÇÏ ÄÔÒÑÏÑ-
ÅÂÕÇÎßÐÞÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ

B1 � r13; B2 � r23; C1 � r31; C2 � r32;

oRq1 � i�hÿ1d13E ��1�; oRq2 � i�hÿ1d23E �ÿ1�;

oRr1 � i�hÿ1d31E ��1�; oRr2 � i�hÿ1d32E �ÿ1�;

T � oRt; oR � jd13jE0=�h.

£ àÕËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÎÑØÂ (11)
ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÇÓÇÒËÔÂÐÞ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

oR
qB1

qT
� ioaB1 � oRq1�r11 ÿ r33� � oRq2r12, (36.1)

oR
qB2

qT
� ioaB2 � oRq2�r22 ÿ r33� � oRq1r21, (36.2)

oR
qC1

qT
� ÿioaC1 ÿ oRr1�r11 ÿ r33� ÿ oRr2r21, (36.3)

oR
qC2

qT
� ÿioaC2 ÿ oRr2�r22 ÿ r33� ÿ oRr1r12, (36.4)

qr12
qT
� �B1r2 ÿ C2q1�; qr21qT

� �B2r1 ÿ C1q2�, (37.1)

q
qT
�r11 ÿ r33� � 2�B1r1 ÿ C1q1� � �B2r2 ÿ C2q2�, (37.2)

q
qT
�r22 ÿ r33� � �B1r1 ÿ C1q1� � 2�B2r2 ÿ C2q2�. (37.3)

ªÊ (37) ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË

r12 � Î�B1r2 ÿ C2q1�; r21 � Î�B2r1 ÿ C1q2�, (38.1)

�r11 ÿ r33� � s� 2Î�B1r1 ÿ C1q1� � Î�B2r2 ÿ C2q2�, (38.2)

�r22 ÿ r33� � s� Î�B1r1 ÿ C1q1� � 2Î�B2r2 ÿ C2q2�, (38.2)

ÅÆÇ ÆÎâ ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ s � ÿ1 Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐ
ÑÒÇÓÂÕÑÓ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ Î� f �. µÆÑÃÐÑ ÄÄÇÔÕË ÏÂÕÓËÙÞ
Ĵdiag(1;ÿ1; 1;ÿ1); w � colon(B1;C1;B2;C2), c � colon(q1;
r1; q2; r2) Ë ÑÒÇÓÂÕÑÓ R̂ � Ĵ q=qTÿ L̂, ÅÆÇ L̂ ë ÏÂÕÓËÙÂ
ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ
ÓÂÊÆÇÎÂØ:

L̂ �
2q1

�
r1�q2

�
r2 ÿ2q1

�
q1 q1

�
r2 ÿq1

�
q2ÿq2

�
q1

2q1
�
r1 ÿ2r1

�
q1ÿr2

�
q2 r1

�
r2�r2

�
r1 ÿr1

�
q2

q2
�
r1 ÿq2

�
q1ÿq1

�
q2 2q2

�
r2�q1

�
r1 ÿ2q2

�
q2

r2
�
r1�r1

�
r2 ÿr2

�
r1 2r2

�
r2 ÿ2r2

�
q2ÿr1

�
q1

0BB@
1CCA.

ÿ4 0 4 t
ÿ1:0

ÿ0:5

0

0.5

1.0
ub�t; z � 1�

²ËÔ.4. ¢ÓËÊÇÓ®¬¶-ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÍÂÍ ÒÓËÏÇÓ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍÑÅÑ ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÍÄÂÊËÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÔÓÇÆÇ.

2 ¬ÄÂÐÕÑÄÂâ àÎÇÍÕÓÑÐËÍÂ, Õ.30, å4
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µÓÂÄÐÇÐËâ (36) ÏÑÉÐÑ ÕÇÒÇÓß ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ×ÑÓÏÇ ÏÂÕ-
ÓËÚÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ w: (1� ieR̂)w � isec. ªÔ-
ÒÑÎßÊÖâ ÓÇÊÑÎßÄÇÐÕÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ Ĝ � (1� ieR̂)ÿ1, ÄÞÓÂ-
ÊËÏ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ×ÑÓÏÇ ÓâÆÂ w � ise(1�
ieR̂ÿ e2R̂ 2 � :::)c. OÅÓÂÐËÚËÄÛËÔß ÚÎÇÐÂÏË àÕÑÅÑ ÓâÆÂ ÆÑ
ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ e, âÄÐÑ ÊÂÒËÛÇÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÇ ÓÇ-
ÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (36):

w �
B1
C1
B2
C2

0BB@
1CCA� ise

q1 ÿ ie
qq1
qT
ÿ e2

q2q1
qT 2 � 2e2q1�q�r�

r1 � i
qr1
qT
ÿ e2

q2r1
qT 2 � 2e2r1�q�r�

q2 ÿ ie
qq2
qT
ÿ e2

q2q2
qT 2 � 2e2q2�q�r�

r2 � ie
qr2
qT
ÿ e2

q2r2
qT 2 � 2e2r2�q�r�

266666666664

377777777775
. (39)

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÐÇ ÄÞÛÇ e3 ÆÎâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
Ä ÒÓÂÄÞØ ÚÂÔÕâØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (10) P ��1� � d13r31
� d31r13 Ë P �ÿ1� � d23r32 � d32r23 ÒÑÎÖÚËÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

P �q� �ÿ 2sjd13j2
�hoa

�
E �q�ÿ 1

o2
a

q2E �q�

qt 2
ÿ2jd13j2
��hoa�2

�E �E�E �q�
�
. (40)

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ (40) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÒÑÎÇÌ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÊÂÒËÔÂÕß ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐÐÑ ÆÂÇÕ ÑÒËÔÂÐËÇ àÄÑÎáÙËË ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ:

q2E
qz2
ÿ 1
V 2

q2E
qt 2
ÿ b

q4E
qt 4
ÿ a

q2

qt 2
�ÿ
E �E�E� � 0, (41)

ÅÆÇ a � h16pnatsjd13j4=c2(�hoa)
3i; b � h8pnatsjd13j2=c2�ho3

ai.
³ÍÑÓÑÔÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ V ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ËÊ-ÊÂ
ÆËÔÒÇÓÔËË, ÄÐÑÔËÏÑÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÔÓÇÆÑÌ, Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ-
Ôâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

V ÿ2 � cÿ2
�
1ÿ

�
8pnatsjd13j2

�hoa

��
:

¦ÔÎË ÒÇÓÇÌÕË Í ÐÑÄÞÏ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ
W(t; B) � V

�����jajp
E(x; t), t � Vÿ2jbjÿ1=2 Ë z � Vÿ1jbjÿ1=2t,

ÕÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÓËÏÇÕ ÃÑÎÇÇ ËÊâÜ-
ÐÞÌ ÄËÆ,

q2W
qt2
� q2

qz 2

�
W � s�W �W�W � s

q2W
qz 2

�
, (42)

Ë ÔÕÂÐÇÕ ÒÓÑÔÕÞÏ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÊ [56] ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ.

¹ÂÔÕÑ ÔÂÏÑÇ ÒÓÑÔÕÑÇ, ÚÕÑ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÞØ àÄÑÎáÙËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ë àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ
ÃÇÅÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÔÆÇÎÂÕß àÕÑ Ë ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(42). ±ÖÔÕß ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÒÑÎÇW(t; z) ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÑÆÐÑÌ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ y � z� at. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ
ÒÑÎâ Z �W1 � iW2 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (42) ÆÂÇÕ

d2Z
dy 2 � p 2Z ÿ jZj2Z, (43)

ÅÆÇ p 2 � s(a2 ÿ 1) > 0.
±ÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ (42) Í (43) ÖÚËÕÞÄÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÐÂ ÃÇÔ-

ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ËÔÚÇÊÂÇÕ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÞÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß. ±ÑÎÑÉËÄ

Z �W exp (iF); ËÊ (43) ÒÑÎÖÚËÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ:

d2W
dy 2 ÿW

�
dF
dy

�2
�p 2WÿW 3; 2

dF
dy

dW
dy
�W d2F

dy 2 � 0. (44)

±ÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÄ ÄÕÑÓÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä (44) ÒÑÔÎÇ
ÖÏÐÑÉÇÐËâ ÐÂ W, ÒÑÎÖÚËÏ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÄËÉÇÐËâ W 2dF=dy
� const � 0. £ÞÃÑÓ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÓÑÆËÍ-
ÕÑÄÂÐ ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÆÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ
ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (44) Ô
W � 0 ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔÂ, ÑÔÕÂÇÕÔâ ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß,
ÚÕÑÃÞ dF=dy � 0 ÆÎâ ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ y � B
�at.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(42), ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÍÑÓÑÕÍÑÅÑ
ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ
ÒÓË ÖÔÎÑÄËË ÐÇËÊÏÇÐÐÑÔÕË ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÄÑÎ-
ÐÞ (ÄÇÍÕÑÓ e � E=jEj � fe1 �W cosF, e2 �W sinFg) Ä
ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (42)
ËÎË ÒÇÓÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä (44) ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (16) ËÊ
[56]. £ÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÄÛËÔß ËÊÄÇÔÕÐÞÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË, ÏÑÉ-
ÐÑ ÔÓÂÊÖ ÊÂÒËÔÂÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÓÇÛÇÐËâ.

¥Îâ ÐÖÎÇÄÞØ ÍÓÂÇÄÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÒÓË t! �1 ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ (9) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

W�z� at��W0esech

� ���
2
p

W0

�
z� t

�
1�2sW 2

0

�1=2
ÿz0

��
, (45)

ÅÆÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ z0 ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÃÓÂÐÂ
ÐÖÎÇÄÑÌ.

¥Îâ ÐÇÐÖÎÇÄÞØ ÍÓÂÇÄÞØ ÖÔÎÑÄËÌ Ë ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÏ ÄÇÍÕÑÓÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ËÏÇáÕ
ÄËÆ ÖÇÆËÐÇÐÐÑÌ ÕÇÏÐÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ, Â ÕÂÍÉÇ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ
ÖÇÆËÐÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ, ÒÑÆÑÃÐÞØ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ Ä ÓÂÊÆ.3.2, Ë
ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ [56]. ¡ÐÂÎËÊ ÓÇÛÇÐËÌ ÕÂ-
ÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÂÏË ÕÇÏÞ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂ-
ÕßË.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÑÒÓÑÔ, ÐÇ ÄÞØÑÆËÕ ÎË ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇ-
ÐËÇ ÊÂ ÓÂÏÍË ÒÓËÐâÕÞØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÌ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ
ÚÂÔÕÑÕÂ ²ÂÃË ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ �o ë ØÂÓÂÍÕÇÓ-
ÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ. £ ÐÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ
(×ËÊËÚÇÔÍËØ) ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÇ (45) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄËÕß ÍÂÍ

E�z; t� � E0e sech
h
tÿ1s

�
t� az

V
ÿ t0

�i
, (46)

ÅÆÇ ts � Eÿ10 (jbj=2jaj)1=2; a � (1� 2sE 2
0V

2jaj)1=2. ºËÓËÐÂ
ÔÒÇÍÕÓÂ (46) ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ � tÿ1s . ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÓÇÊÑÐÂÐÔ-
ÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÃÖÆÇÕ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÏ, ÇÔÎË tÿ1s � �o.
ªÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ jaj Ë jbj, ÄØÑÆâÜËØ Ä ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (41), ÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÕß ËØ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÍÂÍ jaj=jbj �
2jd13j2 �o2�hÿ2 (ÒÓË àÕÑÏ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÎÑÔß ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÖÛË-
ÓÇÐËÇÏ Ë ÄÔÇoa ÃÞÎË ÊÂÏÇÐÇÐÞ ÐÂ �o). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÔ-
ÎÑÄËÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÔÎÑÄËÇÏ
ÏÂÎÑÔÕË ÂÏÒÎËÕÖÆÞ: oR � �o.

¦ÔÎË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇ-
ÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÑÆÐÑÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ, ÕÑ ÄÏÇÔÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (10) ÔÎÇÆÖÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÕß ÒÂÓÖ ÓÇÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ:

qE ��1�

qz
� 1

c
qE ��1�

qt
� ÿ 2pnat

c
q
qt

D
P ��1�

E
, (47)
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ÅÆÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË P ��1� ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË (40).
±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ (40) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÒÑÎÇÌ (47) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÊÂÒËÔÂÕß ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ àÄÑÎáÙËá ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÎ-
ÐÞ:

qE
qz
� 1
V
qE
qt
� b

q3E
qt 3
� a

q
qt

�ÿ
E �E�E� � 0, (48)

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ a Ë b Ä ÆÄÂ ÓÂÊÂ ÏÇÐßÛÇ ÕÂÍËØ ÉÇ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÄ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (41), Â ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ
Vÿ1 � cÿ1(1ÿ h4pnatsjd13j2=�hoai�.

¦ÔÎË ÒÇÓÇÌÕË Í ÐÑÄÞÏ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ
t � jbjz, z � tÿ z=V Ë c(t; z)� ��������

a=b
p �E ��1�(z; t)�iE �ÿ1�(z; t)�,

ÕÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (48) ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

s
qc
qt
� q
qz

�
q2c

qz 2
� jcj2c

�
� 0. (49)

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÐÂÊÄÂÐÐÑÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ÏÑÆË×ËÙËÓÑ-
ÄÂÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¬ÑÓÕÇÄÇÅÂ ë ÆÇ ¶ÓËÊÂ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÑ
Ä [65]. ¦ÔÎË ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËâ ×ÂÊÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÒÑÎâ c ÐÇ ÏÇÐâÇÕÔâ, ÕÑ (49) ÒÇÓÇ-
ØÑÆËÕ Ä ÑÃÞÚÐÑÇ (ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ) ®¬¶-ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÍÑÕÑ-
ÓÑÇ, Ä ÒÓËÐÙËÒÇ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÇÐÑ ÏÇÕÑÆÑÏ °©²
[59], Ë ÏÑÉÐÑ ÄÞÒËÔÂÕß âÄÐÑ ÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ.
µÓÂÄÐÇÐËÇ ®¬¶ Ë ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÑÃÔÖÉÆÂÎËÔß ÓÂÐÇÇ Ä
ÓÂÊÆ.3.3, ÅÆÇ 1-ÔÑÎËÕÑÐÐÑÇ Ë ÃÓËÊÇÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËâ ÆÂÐÞ
×ÑÓÏÖÎÂÏË (34) Ë (35).

¯ÂÏ ÐËÚÇÅÑ ÐÇ ËÊÄÇÔÕÐÑ Ñ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (49) ÐÇ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ®¬¶-ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËá. ®ÑÉÐÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ ÐÇÔÑÎËÕÑÐÞÌ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓ ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËÌ Ä ÐÂËÃÑÎßÛÇÌ ÏÇÓÇ ÒÓÑâÄËÕÔâ ÒÓË ÄÊÂ-
ËÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÑÕÆÇÎßÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (49) ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÓÇÛÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÍÂÍ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ (Ä
ÚÂÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ë ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÑÄ), ÕÂÍ Ë ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÒÑ-
ÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ËÏÇáÜËØ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÒÑÎâ, ÒÓËÚÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐËÇ àÕËØ ÔËÅÐÂÎÑÄ ÍÄÂÊËÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÌ ÐÇ ËÔ-
ÒÑÎßÊÖÇÕÔâ.

4. PÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ
ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ä ÍÖÃËÚÇÔÍË-ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÑÆÐÑÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ. ±ÖÔÕß ÐÇÎËÐÇÌÐÂâ ÔÓÇÆÂ ÕÂÍÑÄÂ, ÚÕÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ
ÒÇÓÇØÑÆÞ Ä ÐÇÌ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ. ±ÑÆÑÃÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÃÞÎÂ ËÔ-
ÔÎÇÆÑÄÂÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ [66] ÒÓË ËÊÖÚÇÐËË³ª±ÄËÑÐÐÞØ ÍÓËÔ-
ÕÂÎÎÂØ Ä ÓÂÏÍÂØ ÏÑÆÇÎË ¥á××ËÐÅÂ ÆÎâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÐÇ-
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. µÍÑÓÑÚÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Ä
àÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ËÏÇÇÕ ÄËÆ (5). ±ÑÎÇÊÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß
ÆÄÂ ÔÎÖÚÂâ ÏÑÆÇÎË ¥á××ËÐÅÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÚÂÔÕ-
ÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÍÖÃËÚÇÔÍË-ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. ¿ÕÑÕ ÔÎÖÚÂÌ
ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÐËÏÂÕß ÕÂÍ, ÚÕÑ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÒÑ-
ÎâÓËÊÂÙËË Ä ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÒÑÎÇ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ
ÒÇÓÄÂâ ÐÇÐÖÎÇÄÂâ ÐÇÎËÐÇÌÐÂâ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕß âÄÎâÇÕÔâ
ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕßá ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.

4.1. ³ÍÂÎâÓÐÂâ ÏÑÆÇÎß ¥á××ËÐÅÂ

¥ÑÒÑÎÐËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔ-
ÍÑÅÑ ÒÑÎâ (5) ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÏ ÒÑÎâÓËÊÂÙËá
P � natdaP1:

q2P1

qt 2
� o2

aP1 � baP
3
1 �

e 2

mda
E, (50)

ÅÆÇ P1 ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÂÐÅÂÓÏÑÐË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ. ¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ
ÄÔÇ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÞ ËÏÇáÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ oa, Ë ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÏ ÓÇÎÂÍÔÂÙËÇÌ ÍÑÎÇÃÂ-
ÐËÌ. ³ ÒÑÏÑÜßá ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ

z � z
ctp0

; t �
�
tÿ x

c

�
tÿ1p0 ,

E � E0q�z; t�; p � 2pnatdaE ÿ10 P1; Q � 2pnatdaE ÿ10
qP1

qt

ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (5) Ë (50) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ
ÍÂÍ

qq
z
� ÿQ; qp

qt
� Q;

qQ
qt
� v 2a p� 2bap 3 � aaq, (51)

ÅÆÇ aa � (2pe 2natdat 2p0=m); ba � (ba=2)(E0tp0=2pnatda)
2; va �

oatp0.
¹ÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ

ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ q, p Ë Q ÊÂ-
ÄËÔâÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ Z � tÿ z=V (V ë ÔÍÑ-
ÓÑÔÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ). £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (51) ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÌ
×ÑÓÏÇ:

qq
qZ
� VQ;

qp
qZ
� Q;

qQ
qZ
� v 2a p� 2bap 3 � aaq. (52)

±ÇÓÄÞÇ ÆÄÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÆÂáÕ q(Z) � Vp(Z).
ªÊ (52) ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖQ(Z) Ë p(Z):Q 2� (aaVÿv 2a )p 2ÿ
bap

4. £ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ aaV < v 2a , ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ Q � p � 0 ÇÔÕß
ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ
p Ë Q ë ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÇ-
ÕÓËÄËÂÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (52) ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÕÑÎßÍÑ
ÒÓË aaV > v 2a . ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ V ÄÔÇÅÆÂ ÃÑÎßÛÇ ÍÓËÕËÚÇÔ-
ÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕËVc � v 2a =aa � 2o2

a=o
2
p, ÅÆÇop� (4pe 2na=m)1=2 ë

ÚÂÔÕÑÕÂ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÌ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ.
³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ z,t ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-

ÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá Vst�cV(1�
V )ÿ1, ÍÑÕÑÓÂâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá

c > Vst 5 c
2o2

a

o2
a � o2

p
.

¶ÑÓÏÂ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ (52):

q�Z� � V
�
aaV ÿ v 2a

ba

�1=2
sech

�
Z
�
aaV ÿ v 2a

�1=2�
. (53)

¥ÂÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍËÌ ËÏÒÖÎßÔ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÓÇÂÎËÊÖÇÏÞÌ Ä ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. ¿ÕÑÕ ËÏÒÖÎßÔ ÐÇ ËÏÇ-
ÇÕ ÐÇÔÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ Ë ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ ÍÂÍ ÄËÆÇÑËÏ-
ÒÖÎßÔ. £ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÍÑÓÑÕÍËØ
ËÏÒÖÎßÔÑÄ (ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ) ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÑÔß ÚËÔ-
ÎÇÐÐÑ Ä [67], ÅÆÇ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÃË-
ÒÑÎâÓÐÑÅÑ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ, ËÏÇáÜÇÅÑ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÍÑÎÇÃÂ-
ÐËÌ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÍÑÎÑ ÐÖÎÇÄÑÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ, ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ÐÂ ÊÂÆÐÇÏ
×ÓÑÐÕÇ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ. ¯Â ÓËÔ.5 ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐ ÑÆËÐ ËÊ ÅÓÂ×ËÍÑÄ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ Ä [67], ËÎÎáÔÕÓËÓÖá-
ÜËÌ ÕÂÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ.
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4.2. £ÇÍÕÑÓÐÂâ ÏÑÆÇÎß ¥á××ËÐÅÂ
±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÖá ÔÓÇÆÖ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕ-

ÓÂÐâÇÕÔâ µ¬ª, Ä ÄËÆÇ ÐÂÃÑÓÂ ÏÑÎÇÍÖÎ, ÄÐÖÕÓÇÐÐËÇ ÔÕÇÒÇ-
ÐË ÔÄÑÃÑÆÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÒÑ-
ÎÇÏ

U�x; y� � 1
2
o1x 2 � 1

2
o2y 2 � 1

2
k2x 2y 2 � 1

4
k4
ÿ
x 4 � y 4�. (54)

¦ÔÎË ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÔÄâÊË k2 � 0, ÕÑ àÕÑÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÑÒËÔÞÄÂ-
ÇÕ ÔÍÂÎâÓÐÖá ÏÑÆÇÎß ¥á××ËÐÅÂ ÆÎâ ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÉÇÕ ÔÑÄÇÓÛÂÕß ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ
ÍÑÎÇÃÂÐËâ Ä ÆÄÖØ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ. £ÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ (54) âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÏ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË.
±ÑÎâÓËÊÂÙËâ ÏÑÎÇÍÖÎÞ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ p �
exe1 � eye2, ÒÑÎÐÂâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÇÔÕß ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË ÂÕÑÏÑÄ nat ÐÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËá ÑÆÐÑÌ ÏÑÎÇÍÖÎÞ.

²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÃÖÆÇÕ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÑÆÐÑÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎ-
ÐÞ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕÇÌ àÎÇ-
ÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË µ¬ª, ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

qE1

qz
� 1

c
qE1

qt
� ÿ 2pnate

c
qx
qt
,

qE2

qz
� 1

c
qE2

qt
� ÿ 2pnate

c
qy
qt

.

µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÆÎâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÔÎÇÆÖáÕ ËÊ ÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¯ßáÕÑÐÂ Ë ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÍÂÍ

q2x
qt 2
� o2

1x� k2xy 2 � k4x 3 � e
m
E1�z; t�,

q2y
qt 2
� o2

2y� k2yx 2 � k4y 3 � e
m
E2�z; t�.

£ÄÇÆÇÏ ÐÑÄÞÇ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ z � z=ctp0, t �
(tÿ z=c)=tp0, pj � qqj=qt, q1 � (2penat)x Ë q2 � (2penat)y.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÄÖØÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÂâ (ÄÇÍÕÑÓÐÂâ) ÏÑÆÇÎß
¥á××ËÐÅÂ ÃÖÆÇÕ ÑÒËÔÞÄÂÕßÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ:

qEj

qz
� ÿpj ; qqjqt

� pj ; i � 1; 2, (55)

qp1
qt
� aE1 ÿ v 21 q1 ÿ b2q1q 2

2 ÿ b4q 3
1 ,

qp2
qt
� aE2 ÿ v 22 q2 ÿ b2q2q 2

1 ÿ b4q 3
2 .

(56)

©ÆÇÔß a � 2pnate 2t 2p0=m; b2;4 � k2;4(2penatt 2p0)
ÿ2; v1;2 � o1;2tp0.

¥Îâ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÄ, ÚÕÑ ÒÑÎâ ÊÂÄËÔâÕ ÕÑÎßÍÑ
ÑÕ Z � tÿ z=V, ËÊ (55) Ô ÖÚÇÕÑÏ ÍÓÂÇÄÞØ ÖÔÎÑÄËÌ, ÑÕÄÇ-
ÚÂáÜËØ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏÒÖÎßÔÂ Ë
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÏÑÎÇÍÖÎ, ËÔÚÇÊÂáÜËÏ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË,
ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß Ej � Vqj. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ àÕËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ
Ä (56) ÆÂÇÕ

d2q1
dZ 2 �

ÿ
b4q 2

1 � b2q 2
2

�
q1 �

ÿ
aV ÿ v 21

�
q1, (57.1)

d2q2
dZ 2 �

ÿ
b2q 2

1 � b4q 2
2

�
q2 �

ÿ
aV ÿ v 22

�
q2. (57.2)

¿ÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÖÉÇ ×ËÅÖÓËÓÑÄÂÎË Ä ÓÂÊÆ.2.2 ÍÂÍ ÔËÔÕÇÏÂ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (14), ÕÂÍ ÚÕÑ ÐÂÌÕË ËØ ÓÇÛÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÆÑÄÑÎß-
ÐÑ ÒÓÑÔÕÑ.±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÍÑÎÇ-
ÃÂÐËÌo1 Ëo2 ÓÂÄÐÞÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÚÂÔÕÐÞÏ
ÓÇÛÇÐËÇÏ ÔËÔÕÇÏÞ (57) âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ:

q1�Z��q2�Z��
�
2�aV ÿ v 2�
b2 � b4

�1=2
sech

hÿ
aVÿv 2�1=2�ZÿZ0�i,

ÅÆÇ Z0 ë ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ. ¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÑÒË-
ÔÞÄÂÇÕ ÎËÐÇÌÐÑ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞÌ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔ, ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐâáÜËÌÔâ Ä ÕÂÍÑÌ ÔÓÇÆÇ ÃÇÊ ËÔÍÂÉÇÐËÌ.

¢ÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ, ÍÑÅÆÂ ÚÂÔÕÑ-
ÕÞ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ o1 Ë o2 ÓÂÊÎËÚÐÞ, Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÂÐÅÂÓ-
ÏÑÐËÊÏÂ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ (b1 � b2). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔËÔÕÇÏÂ (57)
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ Ä ÓÂÊÆ.2.2 Ë ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÔÕÑ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÕÂÏ ÓÇÛÇÐËâ:

q1�Z� �
2
����������
2bÿ12

q
m1 exp�y1��1� exp�2y2 � m12��

1� exp�2y1� � exp�2y2� � exp�2y1 � 2y2 � m12�
,

(58)

q2�Z� �
2
����������
2bÿ12

q
m2 exp�y2��1� exp�2y1 � m12��

1� exp�2y1� � exp�2y2� � exp�2y1 � 2y2 � m12�
,

ÅÆÇ exp (m12) � (m1 ÿ m2)=(m1 � m2); m 2
1;2 � (aVÿ v 21;2); y1;2

� m1;2(Zÿ Z1;2); Z1;2 ë ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ. ²ÇÛÇ-
ÐËâ (58) ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÒÑÎâ-
ÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ, ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ËÊÏÇÐâáÕÔâ ÐÇÔËÐØÓÑÐÐÑ. °ÆÐÂ ËÊ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ë
àÕÑ ÑÆÐÑÒÑÎâÓÐÞÌ ÄÔÒÎÇÔÍ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ÆÓÖÅÂâ ë
ÊÐÂÍÑÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ ÖÇÆËÐÇÐÐÂâ ÄÑÎÐÂ.

£ àÕËØ ÒÓËÏÇÓÂØ ÃÞÎÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ,
ÚÕÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ ÄÑÎÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ Ä
ÑÆÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÑÃÔÖÉÆÇ-
ÐËÇÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÕÑ àÕÑ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ. ¦ÔÎË ÄÏÇÔÕÑ ÓÇÆÖÙËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂ-
ÄÐÇÐËÇ

q2E
qz 2
ÿ 1
c 2

q2E
qt 2
� 4pnate

c 2
q2x
qt 2

(ËÎË ÇÅÑ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ), ÕÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ Ñ ÕÑÏ,
ÚÕÑ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕß ÒÑÎâ ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ Z � tÿ z=V,

z

3

2

1

0

ÿ1

0 50 100 t

q

²ËÔ.5. ¯ÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ Ä
ÍÖÃËÚÇÔÍË-ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÒÓÑâÄÎâáÜËÌÔâ Ä ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË ÑÔÙËÎ-
ÎâÙËÌ ÐÂ ÊÂÆÐÇÏ ×ÓÑÐÕÇ (ba � 5, va � 0:2).
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ÒÓËÄÇÆÇÕ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá E � 4pnateV 2(c 2 ÿ V 2)ÿ1x Ë
ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ ë Í ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÄËÆÂ (52). ´ÂÍËÏ
ÒÖÕÇÏ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ËÊÄÇÔÕÐÞÌ ËÊ ÓÂ-
ÃÑÕÞ [20].

5. ²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ
ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ä ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ-ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ

©ÆÇÔß ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÄÞÃÓÂÐÂ ÏÑ-
ÆÇÎß ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÚÂÔÕÑ ËÔ-
ÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÒÓË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÙÇÔ-
ÔÑÄ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÑÒÕËÍÇ [68, 69]. £ÞÚËÔÎÇÐËÇ ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËË Ä ÕÂÍÑÌ ÏÑÆÇÎË Ä ÒÑÎÇ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ÆÂ-
ÇÕ Ä ÒÇÓÄÖá ÑÚÇÓÇÆß ÐÇÎËÐÇÌÐÖá ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕß ÄÕÑ-
ÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂ ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÔÎÑÉÇÐËâ ËÎË ÄÞÚËÕÂÐËâ ÚÂÔÕÑÕ ÒÂÓÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖá-
ÜËØ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ. ¥Îâ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÑÄ ÕÂ-
ÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ñ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÒÑÎÇÌ ÐÇÒÓËÇÏÎÇÏÑ, Õ. Í. ÐÇÔÖÜÂâ ÄÑÎÐÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. ²ÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ, ÔÑÆÇÓÉÂ-
ÜËØ ÑÆÐÑ ËÎË ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ,
ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÓÑÔÕÞØ ÏÑÆÇ-
ÎÇÌ, ÐÇ ËÔÒÑÎßÊÖâ ÒÑÐâÕËÌ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ.

5.1. ³ÍÂÎâÓÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ

¥Îâ ÐÂÚÂÎÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÂÐÅÂÓ-
ÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ. ¿ÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ ÄÑÎÐÂ ÑÒË-
ÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

q2E
qz 2
ÿ 1
c 2

q2E
qt 2
� 4p

c 2
q2P
qt 2

, (59.1)

ÅÆÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ P ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ x
ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ P�natex.
µÓÂÄÐÇÐËÇ¯ßáÕÑÐÂ ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

q2x
qt 2
� o 2

0 x� k2x 2 �l
e
m
E�z; t�, (59.2)

ÅÆÇ o0 ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ;
k2 ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÂÐÅÂÓÏÑÐËÊÏÂ;l � (e� 2)=3 ë ×ÂÍÕÑÓ
ÑÓÇÐÙÂ; e ë ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß. ±ÂÓÂÏÇÕÓ
l ÏÑÉÐÑ ÄÍÎáÚËÕß Ä ÏÂÔÔÖ m, ÔÚËÕÂâ ÇÇ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ
à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÏÂÔÔÑÌ mef .

±ÇÓÄÞÏ ÛÂÅÑÏ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑËÔÍ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÓÇÛÇ-
ÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (59). ¥Îâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ
ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÊÂÄË-
ÔâÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ t � t� z=V. ³ ÖÚÇÕÑÏ àÕÑÅÑ
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (59.1) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ
d2E=dt 2 � bd2x=dt 2, ÅÆÇ b � 4pnateV 2(c 2 ÿ V 2)ÿ1. ªÐÕÇ-
ÅÓËÓÖâ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ë ÖÚËÕÞÄÂâ ÍÓÂÇÄÞÇ ÖÔÎÑÄËâ, ØÂ-
ÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÆÎâ ÖÇÆËÐÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, ËÔÚÇÊÂáÜÇÌ ÐÂ ÃÇÔÍÑ-
ÐÇÚÐÑÔÕË, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÄâÊß ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ: E � bx.
µÓÂÄÐÇÐËÇ (59.2) ÒÇÓÇÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÕÇÒÇÓß ÍÂÍ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ

d2x
dt 2
� ÿo 2

0 ÿ vo 2
p �x� k2x 2 � 0, (60)

ÅÆÇ v � V 2(c 2 ÿ V 2)ÿ1; o 2
p � 4pnate 2=mef ë ÚÂÔÕÑÕÂ ÒÎÂÊ-

ÏÇÐÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ.
±ÇÓÄÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (60) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÕÂÐ-

ÆÂÓÕÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

�
dx
dt

�2

� ÿo 2
0 ÿ vo 2

p

�
x 2 � 2

3
k2x 3 � 0, (61)

ÅÆÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ËÔÍÑÏÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÇÔÕß ÖÇÆËÐÇÐÐÂâ
ÄÑÎÐÂ, ËÔÚÇÊÂáÜÂâ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË. °ÃÑÊÐÂÚËÏ

p 2 � vo 2
p ÿ o 2

0 > 0, (62)

ÕÑÅÆÂ ÓÇÛÇÐËÇ (60) ÃÖÆÇÕ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÐÇÔËÐÅÖÎâÓÐÖá×ÖÐÍ-
ÙËá, ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÖá Ô ÍÓÂÇÄÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË. £ àÕÑÏ ÔÎÖ-
ÚÂÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ (61) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÞÓÂÉÇÐËá

y � sech2�p�tÿ t0�=2�,

ÅÆÇ y � (2k2=3p 2)x; t0 ë ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ. £ÑÊ-
ÄÓÂÜÂâÔß Í ËÔØÑÆÐÞÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ, ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ

E�t� � E0sech2
�
1
2
ÿ
vo 2

p ÿ o 2
0

�1=2�tÿ t0�
�
, (63)

ÅÆÇ E0 � 6pnatkÿ12 ev(vo 2
p ÿ o 2

0 ).
¯ÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (62) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÑÅÓÂÐËÚÇÐËá ÔÍÑÓÑÔÕË

ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÐÂÌÆÇÐÐÑÅÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÍÂÍ

o 2
0

o 2
0 � o 2

p
<

V 2

c 2
< 1.

³ËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (59) ÏÑÉÐÑ ÖÒÓÑÔÕËÕß, ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÑÆÐÑ-
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÏÇÔÕÑ (59) ËÔÒÑÎß-
ÊÖáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÞ

qE
qz
�1
c
qE
qt
�ÿ 2pnate

c
qx
qt
,
q2x
qt 2
�o 2

0 x�k2x 2� e
mef

E�z; t�.(64.1)

¿ÕÂ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÇÓÇÒËÔÂÐÂ Ä ÄËÆÇ

qe
qz
� ÿ qq

qt
;

q2q
qt 2
� q� q 2 � e, (64.2)

ÅÆÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏË ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË:

z � z
o 2

p

2co0
; t � o0

�
tÿ z

c

�
; e � ek2

mefo 4
0
E; q � k2

o 2
0
x.

¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (64.2) ÒÑÍÂ-
ÊÂÎÑ, ÚÕÑ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔ ÏÂÎÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÓÂÊÓÖÛÂÇÕÔâ Ä
ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ (ÓËÔ.6), ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÜ-
ÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ (ÐÂÚËÐÂâ Ô ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÓÑÅÑÄÑÌ ÏÑÜÐÑÔ-
ÕË) ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ËÔÍÂÉÇÐËÇ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ ÒÑÆÂÄÎâÇÕ-
Ôâ (ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (64.2) ÃÞÎÑ ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ
¦.£.¬ÂÊÂÐÙÇÄÑÌ (®ª¶ª), ÎáÃÇÊÐÑ ÒÓÇÆÑÔÕÂÄËÄÛÇÌ ÅÓÂ-
×ËÚÇÔÍËÇ ÏÂÕÇÓËÂÎÞ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÇ ÐÂ ÓËÔ.6 Ë 7).

¯Â ÓËÔ.7 ËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÕÔâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÆÄÖØ ÄËÆÇÑ-
ËÏÒÖÎßÔÑÄ, ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ ÓÇÛÇÐËâÏ ÔËÔÕÇ-
ÏÞ (64). ´ÂÍËÇ ËÏÒÖÎßÔÞ ËÊ-ÊÂ ÓÂÊÎËÚËâ ÂÏÒÎËÕÖÆ ËÏÇáÕ
ÓÂÊÐÞÇ ÅÓÖÒÒÑÄÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ËÊÖÚÂÕß ËØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÑÆÐÑÐÂÒÓÂ-
ÄÎÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ. ¦ÔÎË ÐÂ ËÔØÑÆÐÞÌ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÌ ÄËÆÇÑËÏ-
ÒÖÎßÔ (63) ÐÂÎÑÉËÕß ÂÏÒÎËÕÖÆÐÖá ÏÑÆÖÎâÙËá Ä ÄËÆÇ

¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÆÇÎË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍËØ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ 301



ÔÎÂÃÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÕÑ ÒÑ ÏÇÓÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ ÑÚËÔÕËÕÔâ ÑÕ àÕÑÌ ÏÑÆÖÎâ-
ÙËË, ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÏÇÐââ ÔÄÑË ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ. ¬ ÔÑÉÂÎÇ-
ÐËá, àÕËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ, ÚÕÑÃÞ ÐÂÊÄÂÕß ÔÕÂ-
ÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÞ ÆÂÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÔÑÎËÕÑÐÂÏË.

5.2. £ÇÍÕÑÓÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ

±ÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÑÎâ-
ÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ-ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ
Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÏÑÆÇÎË ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÂÐÔÂÏÃÎß ÆÄÖØ-
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÞØ ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ. ¬ÂÍ ÒÓÑ-
ÔÕÇÌÛÇÇ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ ÓÂÐÇÇ ÏÑÆÇÎË ÏÑÉÐÑ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ:

q2E1

qz 2
ÿ 1
c 2

q2E1

qt 2
� 4pnate

c 2
q 2x
qt 2

,

(65)

q2E2

qz 2
ÿ 1
c 2

q2E2

qt 2
� 4pnate

c 2
q 2y
qt 2

,

q2x
qt 2
� o 2

1 x� k12xy� k11x 2 � e
m
E1�z; t�, (66.1)

q2y
qt 2
� o 2

2 y� k12xy� k22y 2 � e
m
E2�z; t�. (66.2)

¥Îâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÊÂÄËÔâÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÑÌ t � t� z=V. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ (ÍÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ

ÏÑÆÇÎË) ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÒÑÎÇÌ ËÐÕÇÅÓËÓÖáÕÔâ, ÒÓËÄÑÆâ Í
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ E1;2 � bx; by. µÓÂÄÐÇÐËâ (66) ÔÄÑÆâÕÔâ Í
ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ:

q2x
qt 2
� ÿo 2

1 ÿ vo 2
p �x� k12xy� k11x 2 � 0, (67.1)

q2y
qt 2
� ÿo 2

2 ÿ vo 2
p �x� k12xy� k22y 2 � 0 . (67.2)

¦ÔÎË ÍÂÍ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÍÑÎÇÃÂ-
ÐËÌ, ÕÂÍ Ë ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÂÐÅÂÓÏÑÐËÊÏÂ ÓÂÄÐÞ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ
(ÏÑÆÇÎß ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ),
ÕÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÎÖÚÂá ÔÍÂÎâÓ-
ÐÑÌ ÏÑÆÇÎË. ¢ÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÂ ÏÑÆÇÎß ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÑÔ-
ÙËÎÎâÕÑÓÂ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎß-
ÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÏÂÎÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÏÑÎÇÍÖÎÞ ËÎË àÎÇÍÕÓÑÐÂ
ÑÍÑÎÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÑÏ ÄËÆÇ U(x; y). ³ÚËÕÂâ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÏÂ-
ÎÞÏË ÑÕÍÎÑÐÇÐËâÏË ÑÕ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ, ÓÂÊÎÑ-
ÉËÏ àÕÑÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ Ä ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ:

U�x; y� � 1
2
q2U
qx 2 x

2 � 1
2
q2U
qy 2 y

2 � q2U
qxqy

xy� 1
6
q3U
qx 3 x

3

� 1
6
q3U
qy 3 y

3 � 1
2

q3U
qx2qy

x 2y� 1
2

q3U
qy2qx

y 2x� ::: .

°ÅÓÂÐËÚËÄÛËÔß Ä àÕÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ÕÑÎßÍÑ ÍÖÃËÚÇÔÍËÏË
ÔÎÂÅÂÇÏÞÏË, ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¯ßáÕÑÐÂ ÆÎâ

0 20 40 60 80 t

0

ÿ0.05
ÿ0.10

0.05

0.10

0.15 e�t; z�

z � 30

0

ÿ0.05
ÿ0.10

0.05

0.10

0.15 e�t; z�

z � 50

0

0.10

0.20

0.30
e�t; z�

z � 0

ÿ0.10

0

0.10

0.20
e�t; z�

z � 10

²ËÔ.6. ²ÂÊÓÖÛÇÐËÇ ÔÎÂÃÑÅÑ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ ÒÓË ÇÅÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË
Ä ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ-ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ, ÏÑÆÇÎËÓÖÇÏÑÌ ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÏ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÏ.
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40 e�t; z�
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50 e�t; z�

z � 50
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²ËÔ.7. ³ÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÇ ÆÄÖØ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÑÄ Ô ÐÑÓÏË-
ÓÑÄÂÐÐÞÏË ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏË q10 � 3 Ë q20 � 30, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËÏËÔâ
Ä ÑÆÐÑÏ Ë ÕÑÏ ÉÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË Ô ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÔÍÑÓÑÔÕâÏË.
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ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, ÍÑ-
ÕÑÓÞÇ ÊÂÏÇÐâáÕ ÓÂÐÇÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (66):

q2x
qt 2
�o 2

1 x�o 2
12y�2k12xy�3k11x 2�k21y 2� e

m
E1�z; t�, (68.1)

q2y
qt 2
�o 2

2 y�o 2
21x�2k21xy�3k22y 2�k12x 2� e

m
E2�z; t�. (68.2)

£ØÑÆâÜËÇ ÔáÆÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÔËÎÑÄÞÏË ÍÑÐ-
ÔÕÂÐÕÂÏË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ U(x; y).

¥Îâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÄÐÑÄß ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÄâÊß
ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ô ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÌ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÑÌ E1;2 � bx; by Ë ÓÇÊÖÎßÕËÓÖáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓË-
ÐËÏÂáÕ ÄËÆ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ÄËÆÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (67):

q2x
qt 2
ÿ p 2

1 x� o 2
12y� 2k12xy� 3k11x 2 � k12y 2 � 0, (69.1)

q2y
qt 2
ÿ p 2

2 y� o 2
21x� 2k21xy� 3k22y 2 � k12x 2 � 0. (69.2)

¹ÂÔÕÐÞÏË ÓÇÛÇÐËâÏË ÔËÔÕÇÏÞ (69) âÄÎâáÕÔâ ÓÇÛÇÐËâ,
ÒÑÎÖÚÂÇÏÞÇ Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË Ñ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÔÕË
ÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ x � y Ë o ÔËÏÏÇÕÓËË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
U(x; y). °ÆÐÂÍÑ ÃÑ0ÎßÛËÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÓÇÛÇÐËâ
ÔËÔÕÇÏÞ (69) ÃÇÊ ÒÓËÄÎÇÚÇÐËâ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ ÐÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ,
ÐÑ ÐÂÌÕË ËØ ÒÑÍÂ ÐÇ ÖÆÂÎÑÔß.

©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

ªÕÂÍ, ÃÞÎË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÎÖÚÂË ÏÑÆÇÎß-
ÐÞØ ÔÓÇÆ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÖÆÂÇÕÔâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÒÑÎÖÚËÕß âÄ-
ÐÖá ÄÓÇÏÇÐÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÆÎâ
ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ÍÑÓÑÕ-
ÍÑÌ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕË. ®Þ ÐÇ ÆÇÎÂÎË ÐËÍÂÍËØ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇ-
ÐËÌ, ÍÂÔÂáÜËØÔâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÔÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ ËÎË ÔÍÑ-
ÓÑÔÕË ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÑÎâ àÕÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ. £ ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÇ
ÔÎÖÚÂÇÄ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÕÑÎßÍÑ ÚÂÔÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÑÒËÔÞÄÂá-
ÜÇÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ. ¿ÕË
ÓÇÛÇÐËâ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔËÎßÐÞÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÏ ÒÑÎâÏ, ÕÂÍËÏ, ÚÕÑ ÒÓËÔÖÜÂâ ÔÓÇÆÇ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÒÑÆÂ-
ÄÎâÇÕÔâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË.

±ÓÑÄÇÆÇÐÐÞÇ ÑÙÇÐÍË ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÐÂ-
ÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÑÄ ÃÎËÊÍÂ Í ÐÂ-
ÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË ÂÕÑÏÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔÓÇÆÇ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÖÚÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ËÑÐËÊÂÙËË ËÏÐÑÅÑ×ÑÕÑÐÐÑÅÑ
ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ ÆÎâ ÖÕÑÚÐÇÐËâ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ. ¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÔÎÂÃÞØ Ë ÐÇ-
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ, ÕÑ ËÊ-ÊÂ ÆËÔÒÇÓÔËË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
ÔÓÇÆÞ ËÏÒÖÎßÔÞ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇ ÑÆÐÑ ËÎË ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÍÑÎÇ-
ÃÂÐËÌ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÍÑÎÑ ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ,
ËÔÒÞÕÞÄÂáÕ ÖÛËÓÇÐËÇ Ë ÏÑÆÖÎâÙËá ÐÂ ÊÂÆÐÇÏ ×ÓÑÐÕÇ.
®ÑÉÐÑ ÆÖÏÂÕß, ÚÕÑ ÒÑÔÕÇÒÇÐÐÑ ÑÐË àÄÑÎáÙËÑÐËÓÖáÕ Í
ÍÄÂÊËÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÏ ÄÑÎÐÂÏ.

®Þ ÐÇ ÔÕÂÄËÎË ÒÇÓÇÆ ÔÑÃÑÌ ÙÇÎß ÆÂÕß ÒÑÎÐÞÌ ÑÃÊÑÓ
ÄÔÇØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÑÆÐÂÍÑ ÒÑ-
ÎÇÊÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÓÂÃÑÕÞ. ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÃÞÎ
ÒÓÇÆÒÓËÐâÕ ÄÞØÑÆ ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÞ ÏÑÆÇÎË ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÞØ
ÂÕÑÏÑÄ. £ [19, 70] ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐ ÏÐÑÅÑÚÂÔÕÑÕÐÞÌ ÖÎßÕÓÂÍÑ-
ÓÑÕÍËÌ ËÏÒÖÎßÔ Ä ÍÂÔÍÂÆÐÑÏ ÒÓÑÙÇÔÔÇ £¬². ¢ÞÎË ÐÂÌÆÇ-
ÐÞ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ®ÂÍÔ-
ÄÇÎÎÂ ë¢ÎÑØÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÖá
ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËá ËÐÆËÄËÆÖÂÎßÐÞØ ÑÆÐÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ äâÓÍËØ
ÔÑÎËÕÑÐÑÄã ÎÑÓÇÐÙÇÄÔÍÑÌ ×ÑÓÏÞ. ªØ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËâ ÏÑ-
ÉÇÕ ÒÓËÄÑÆËÕß Í ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ØÑÓÑ-
ÛÑ ÓÂÊÎËÚËÏÞØ ÏÑÜÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕßá ÑÍÑ-
ÎÑ 0.2 ×Ô.

£ ÑÃÊÑÓÇ [71] ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÏÇÕÑÆ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÄË-
ÆÇÑËÏÒÖÎßÔÑÄ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ
ÍÓÖÕËÊÐÂ ×ÓÑÐÕÑÄ Ë ÂÔËÏÏÇÕÓËâ×ÑÓÏÞ. ´ÂÍËÇ ËÏÒÖÎßÔÞ
ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÕÔâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÕß ÐÇ ÄÑÎÐÑÄÞÏË ÒÂÍÇÕÂÏË ËÊ
ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ, Â ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËÇÌ ÄÑÎÐ, ÑÅËÃÂáÜÂâ
ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÏË ÒÑÎËÐÑÏÂÏË. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÎÂÅÅÇÓ-ÑÒÕËÍÂ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎß-
ÔÑÄ Ë ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÇÔÕß ÓÂÊÎËÚËÇ Ä ÒÑ-
ÄÇÆÇÐËË ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÑÄ Ë ÍÄÂÊËÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÑÄ ÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ ÒÑÐâ-
ÕËÇ ÐÇÔÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ, ÐÇÎËÐÇÌÐÑ-ÑÒÕËÚÇÔÍËÇ âÄÎÇÐËâ, Ä ÍÑ-
ÕÑÓÞØ ÑÐË ÖÚÂcÕÄÖáÕ, ÕÂÍÉÇ ÒÓËÑÃÓÇÕÖÕ ËÐÞÇ ÚÇÓÕÞ. ¤Ç-
ÐÇÓÂÙËâ ÅÂÓÏÑÐËÍ, ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÔÎÑÉÇÐËÇ ËÎË ÄÞÚË-
ÕÂÐËÇ ÚÂÔÕÑÕ ÃÖÆÖÕ ÒÓÑâÄÎâÕßÔâ Ä ÛËÓËÐÇ ÔÒÇÍÕÓÂ ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ, Â ÐÇ Ä ËÊÏÇÐÇÐËË ØÑÓÑÛÑ ÓÂÊÆÇÎÇÐÐÞØ (ÐÂÒÓËÏÇÓ,
o0, 2o0, 3o0 Ë Õ. Æ.) ÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ËÊÎÖÚÇÐËâ.
³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔ ÃÖÆÇÕ ÔÑÍÓÂÜÂÕßÔâ. °ÆÐÂ-
ÍÑ, Ô ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ËÊ-ÊÂ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÕÂ-
ÍÑÇ ÖÍÑÓÂÚËÄÂÐËÇ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÂ ÆÑÎÉÐÑ ÕÑÓÏÑÊËÕßÔâ.
¿ÕÑ ÊÐÂÚËÕ, ÚÕÑ ËÏÇáÕÔâ ÆÄÂ ÍÑÐÍÖÓËÓÖáÜËØ ÏÇØÂÐËÊ-
ÏÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑ ÍÑÓÑÕ-
ÍÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ.

©ÆÇÔß Ë ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÆÓÖÅËØ ÓÂÃÑÕÂØ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ËÏ-
ÒÖÎßÔÞ ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ. °ÚÇÄËÆÐÞÏ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÆÑÎÉÐÑ
ÃÞÕß ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉ-
ÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÆÄËÉÖÜËØÔâ ÔÅÖÔÕÍÑÄ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ (äÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÒÖÎßã [72], ÒÖÊÞÓÇÌ
[20] Ë Õ.Ò.).
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A.I.Maimistov. Some models of propagation of extremely short
electromagnetic pulses in a nonlinear medium.

Some cases of model media considered in this paper allow ana-
lytical solutions to nonlinear wave equations to be found and the time
dependence of the electric field strength to be determined in the explicit
form for arbitrarily short pulses of electromagnetic field. Our analysis
does not employ any assumptions concerning a harmonic carrier wave
or the variation rate of the field in such pulses. The considered class of
models includes resonance two-level and quasi-resonance systems.
Nonresonance media are analysed in terms of models of anharmonic
oscillators ^ the Duffing and Lorentz models. In most cases, only
particular solutions describing the stationary propagation of a video
pulse (a unipolar transient of the electric field or a pulse including a
small number of oscillations of the electric field around zero) can be
found. These solutions correspond to sufficiently strong electromagnetic
fields when the dispersion inherent in the medium is suppressed by
nonlinear processes.
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