
ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐÑ ÄÎËâÐËÇ ÓÇÅÖÎâÓÐÑÌ ÏÑÆÖÎâÙËË ×ÂÊÞ ÐÂ ÆËÐÂÏËÍÖ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÎÂÊÇÓÐÑ-
ÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ. ²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ë ÖÔÎÑÄËâ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÙËË ×ÂÊÑÄÞØ ÂÃÇÓÓÂÙËÌ Ä ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ÍÓÂÇÄÞØ Ë ÄËÐÕÑÄÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ. °ÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËË Ë
ÄÊÂËÏÑÔÄâÊË ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍËØ Ë ÆËÔÎÑÍÂÙËÑÐÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ Ä ËÊÎÖÚÇÐËË ÎÂÊÇÓÂ. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ×ÂÊÑÄÂâ ÏÑÆÖÎâÙËâ ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËá Ä ÎÂÊÇÓÐÞØ ÒÖÚÍÂØ ÖÊÍËØ ÍÂÐÂÎÑÄ Ô ÒÑÄÞÛÇÐÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá.

¬ÎáÚÇÄÞÇ ÔÎÑÄÂ: ÎÂÊÇÓÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ, ÆËÔÎÑÍÂÙËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ, ÍÂÖÔÕËÍÂ.

£ÞØÑÆÐÞÇ ÒÖÚÍË ÎÂÊÇÓÑÄ ÚÂÔÕÑ ËÏÇáÕ ÍÄÂÊËÓÇÅÖÎâÓ-
ÐÖá ÏÑÆÖÎâÙËá ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ (£¶). £ ÅÂÊÑÄÞØ ÎÂ-
ÊÇÓÂØ Ô ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÓÇÆÑÌ ÕÂÍÖá ÏÑÆÖÎâÙËá
ÏÑÅÖÕ ÄÞÊÞÄÂÕß ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË, ÄÑÊÐËÍÂáÜËÇ ÒÑÆ ÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÔÑÒÎÑÄÑÌ ÓÇÛÇÕÍË [1], ÒÑÆ ÄÎËâ-
ÐËÇÏ ÔÕÓÂÕ Ë ÆÑÏÇÐÑÄ Ä ÅÂÊÑÄÑÏ ÓÂÊÓâÆÇ [2], Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÐÂÎÑÉÇÐËâ ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ [3, 4], Â ÕÂÍÉÇ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ Óâ-
ÆÂ ÆÓÖÅËØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ×ÂÍÕÑÓÑÄ. ®ÑÆÖÎâÙËâ £¶ ÄÞØÑÆ-
ÐÞØ ÎÂÊÇÓÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÚÂÜÇ ÄÔÇÅÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ×ÂÍÕÑÓ, ÄÎËâáÜËÌ ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÐÂ ÓÂÔØÑÆË-
ÏÑÔÕß ËÊÎÖÚÇÐËâ.

¤ÑÓÂÊÆÑ ÏÇÐßÛÇ ÄÐËÏÂÐËâ ÖÆÇÎâÇÕÔâ ÂÐÂÎËÊÖ ÏÇÕÂ-
ÏÑÓ×ÑÊ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ £¶, ÖÔÎÑÄËâÏ ÒÑâÄÎÇÐËâ Ë ÄÊÂËÏÑ-
ÔÄâÊË ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍËØ Ë ×ÂÊÑÄÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÑÐÐÞØ ÑÃÓÂÊÑ-
ÄÂÐËÌ Ä ÎÂÊÇÓÐÞØ ÒÖÚÍÂØ. ´ÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÓÇ-
ÅËÔÕÓËÓÖáÕÔâ Ä ËÊÎÖÚÇÐËË ÎÂÊÇÓÑÄ Ô ÔÂÏÞÏË ÓÂÊÐÞÏË
ÑÒÕËÚÇÔÍËÏË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂÏË [5, 6]. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑ-
×ÂÊÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÎÂÊÇÓÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ, ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑ ÑÃ-
ÎÂÆÂáÜËØ ÒÎÂÄÐÑÌ ÓÇÅÖÎâÓÐÑÌ ÏÑÆÖÎâÙËÇÌ £¶.

°ÃÜÇÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ñ ØÂÓÂÍÕÇÓÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
[7] Ñ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, ×ÂÊÂ ÍÑÕÑÓÑÌ
Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÏÇÐâÇÕÔâ ÒÑ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÏÖ
ÊÂÍÑÐÖ. ¡ÏÒÎËÕÖÆÂ ÕÂÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:
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ÅÆÇ m ë ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÌ ÅÎÖÃËÐÖ ×ÂÊÑÄÑÌ
ÏÑÆÖÎâÙËË; x ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ; a ë ÒÇÓËÑÆ ÏÑ-
ÆÖÎâÙËË. ¯Â ÓÂÔÔÕÑâÐËË z ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÑÎÇ
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËË ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ
[7]:
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ÅÆÇ Jq ë ×ÖÐÍÙËâ ¢ÇÔÔÇÎâ ÒÑÓâÆÍÂ q; a � l=a; k ë ÄÑÎÐÑÄÑÇ
ÚËÔÎÑ. ¿ÕÑ ÒÑÎÇ âÄÎâÇÕÔâ ÚÂÔÕÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ ÔÂÏÑÄÑÔÒÓÑ-
ËÊÄÑÆâÜËØÔâ ÒÑÎÇÌ, ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÐÂÛÎË ÒÓËÏÇÐÇ-
ÐËÇ Ä ÎÂÊÇÓÐÑÌ ÕÇØÐËÍÇ [8, 9]

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÆÎâ ÓÂÔÚÇÕÂ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÒÑÎâ ÇÅÑ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËÇ ÒÑ ÒÎÑÔÍËÏ ÄÑÎÐÂÏ (2), Â ÕÂÍÉÇ ÎÖÚÇÄÑÌ ÏÇÕÑÆ ËÊ
ÓÂÃÑÕÞ [10], ÏÑÉÐÑ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÙËË ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÞ Ë ×ÂÊÞ. ²ÂÔÚÇÕÞ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÆÂÉÇ ÒÓË ÏÂÎÑÌ
ÅÎÖÃËÐÇ ÏÑÆÖÎâÙËË ×ÂÊÞ Ë ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÞÇ
à××ÇÍÕÞ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÏÖ
ÒÇÓÇÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË.

±ÇÓÇÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÊÂÏÇÕÐÑ ÄÃÎËÊË ÒÎÑÔ-
ÍÑÔÕÇÌ z � (2n� 1)a 2=2l (n � 0; 1; 2; :::). ¿ÕË ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÓÂÔÒÑÎÂÅÂáÕÔâ ÏÇÉÆÖ ÒÎÑÔÍÑÔÕâÏË, Ä ÍÑÕÑÓÞØ, ÔÑÅÎÂÔ-
ÐÑ à××ÇÍÕÖ ´ÂÎßÃÑ, ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÓÂÄ-
ÐÑÏÇÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË. ´ÂÍ, ÒÓËm � 0:1
ÍÑÐÕÓÂÔÕ ÍÂÓÕËÐÞ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË K �
Imax=Imin � 1:28, Â ÒÓË m � 0:5 ÍÑÐÕÓÂÔÕ K � 2:82. C ÒÓÇ-
ÄÞÛÇÐËÇÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÅÎÖÃËÐÞ ÏÑÆÖÎâ-
ÙËË Ä ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÄÑÎÐÞ ÒÓÑËÔØÑÆâÕ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ËÊÏÇÐÇ-
ÐËâ. ±ÓË m > 1 Ä ÒÑÎÇ ÄÑÎÐÞ ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÍÎáÄÑÑÃÓÂÊ-
ÐÞÇ ÍÂÖÔÕËÍË [10], Â ÒÓË m > p=2 ÄÃÎËÊË ÑÃÓÂÊÖáÜËØ
ÍÂÖÔÕËÍ ÐÂÚËÐÂáÕ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÕßÔâ ÍÓÂÇÄÞÇ ÆËÔÎÑÍÂÙËË
(¬¥) ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ.

¯Â ÓËÔ.1 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ A Ë
×ÂÊÞ F ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ z � (2n� 1)a 2=2l ÒÓË ÓÂÊÐÞØ ÒÇÓ-
ÄÑÐÂÚÂÎßÐÞØ ÅÎÖÃËÐÂØ ÏÑÆÖÎâÙËË ×ÂÊÞ. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË
ÒÓÇÄÞÛÇÐËË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÅÎÖÃËÐÞ ÏÑÆÖÎâÙËË ÒÑâÄÎâ-
áÕÔâ ÎËÐËË Ô ÐÖÎÇÄÞÏË ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏË. £ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË
×ÂÊÞ ËÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ¬¥, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÇ ÔÍÂÚÍÑÑÃ-
ÓÂÊÐÞÏ ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ×ÂÊÞ ÐÂ p. ¬¥ ÓÂÔÒÑÎÂÅÂáÕÔâ ÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÔÇÌ ÍÎáÄÑÑÃÓÂÊÐÞØ ÍÂÖÔÕËÍ.
¬ÎáÄÞ ÍÂÖÔÕËÍ, ÐÂØÑÆâÜËÇÔâ ÔÐÂÚÂÎÂ ÄÃÎËÊË ÒÎÑÔÍÑÔ-
ÕÇÌ z � (2n� 1)a 2=2l, Ô ÆÂÎßÐÇÌÛËÏ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÅÎÖÃË-
ÐÞ ×ÂÊÑÄÑÌ ÏÑÆÖÎâÙËË ÒÓËÃÎËÉÂáÕÔâ Í ÒÎÑÔÍÑÔÕâÏ ÄÑÔ-
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ. ±ÓË àÕÑÏ ÓÂ-
ÔÕÇÕ Ë ÚËÔÎÑ ¬¥.

ªØ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÑÃÓÂÊÖáÜËÏ ÍÂÖÔ-
ÕËÍ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÑÌ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ±ÇÓ-
ÔË ×ÂÊÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÒÑÎâ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÌ Ä ÓÂÃÑÕÇ [11].
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±ÓÑÆÑÎßÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ËÊ-
ÎÖÚÇÐËâ ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ.2 ÆÎâm � 1:2. ªÊ ÐÇÅÑ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ
×ÂÊÑÄÂâ ÏÑÆÖÎâÙËâ ÄÞÊÞÄÂÇÕ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÍÂÐÂÎÑÄ,
ÄÞÕâÐÖÕÞØ ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ, Ä ÍÑÕÑ-
ÓÞØ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ËÊÎÖÚÇÐËâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ
ÔÓÇÆÐáá. °ÔË àÕËØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÑÔâÏË ÔËÏÏÇÕ-
ÓËË ÍÎáÄÑÑÃÓÂÊÐÞØ ÍÂÖÔÕËÍ.

¦ÔÎË ×ÂÊÑÄÂâ ÏÑÆÖÎâÙËâ Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÑÔÖ-
ÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÐÇ ÒÑ ÑÆÐÑÌ, Â ÒÑ ÆÄÖÏ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÂÏ, ÕÑ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÄËÐ-
ÕÑÄÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ (£¥) ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ. £¥ ÑÕÎËÚÂ-
áÕÔâ ÑÕ ¬¥ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ËÐÑÌ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÑÌ (ÒÓË ÑÃØÑÆÇ ÄÑÍÓÖÅ £¥ ×ÂÊÂ ÏÇÐâÇÕÔâ ÐÂ 2p). ¯Â
ÓËÔ.3,Â ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ àÍÄË×ÂÊÐÞØ ÎËÐËÌ £¶ Ä ÐÂ-
ÚÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÍÑÅÆÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑÎâ ÊÂÆÂÇÕÔâ
×ÑÓÏÖÎÑÌ

C�x; y� � C�x; 0� � iC�y; 0� � C. (3)

©ÆÇÔß ×ÖÐÍÙËâ C( y, 0) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ C(x, 0) ÒÓË
ÊÂÏÇÐÇ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂ-
ÕÑÌ y; C ë ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ.

³ÕÓÖÍÕÖÓÂ àÍÄË×ÂÊÐÞØ ÎËÐËÌ Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÐÂ ÓËÔ.3,Â ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ (3) ÆÎâC � 0:2
Ë m � 2. ·ÑÆ ÎËÐËÌ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÐÂÎËÚËË ÒÎÂÄÐÞØ
ÓÇÅÖÎâÓÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ. ¯Â ÓËÔ.3,Ã
ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ àÍÄË×ÂÊÐÞØ ÎËÐËÌ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ
z � (2n� 1)a 2=2l. £¥ ÓÂÔÒÑÎÂÅÂáÕÔâ Ä ÕÑÚÍÂØ ÒÇÓÇÔÇÚÇ-

ÐËâ àÍÄË×ÂÊÐÞØ ÎËÐËÌ. °ÐË ÑÃÓÂÊÖáÕ ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÞÇ ÍÄÂÆ-
ÓÖÒÑÎË, ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÚÇÕÞÓÇØ £¥. ¥ÄÇ
ËÊ ÐËØ ËÏÇáÕ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÌ ÊÐÂÍ (âÄÎâáÕÔâ äÒÓÂÄÞ-
ÏËã), ÆÄÇ ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ ÊÐÂÍ (âÄÎâáÕÔâ äÎÇÄÞÏËã).
¬ÄÂÆÓÖÒÑÎË ÑÍÓÖÉÂáÕ ÑÔË ÍÂÖÔÕËÍ.

£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ¬¥, ÍÂÉÆÂâ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ, ÔÕÓÑÅÑ ÅÑÄÑÓâ,
×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z � const, £¥ ØÂ-
ÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÆÎËÐÑÌ. ¬ÂÍ Ë
¬¥, ÆËÔÎÑÍÂÙËË ÄËÐÕÑÄÑÅÑ ÕËÒÂ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÎËÛß ÒÓË
ÒÓÇÄÞÛÇÐËË ÅÎÖÃËÐÑÌ ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÏÑÆÖÎâÙËË ÄÑÎ-
ÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ. ¦ÔÎË
ÑÃÑÊÐÂÚËÕß ÚÇÓÇÊ DF ÓÂÊÐÑÔÕß ÏÇÉÆÖ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ Ë
ÏËÐËÏÂÎßÐÑÌ ×ÂÊÂÏË Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË (ÒÓË ÏÑÆÖ-
ÎâÙËË ÒÑ ÑÆÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ DF ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ôm), ÕÑ £¥ ÃÖ-
ÆÖÕ ÄÑÊÐËÍÂÕß, ÍÑÅÆÂ DF > p=2.

£ÔÇ ÄÞÛÇÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÃÞÎË ÒÓÑÂÐÂÎËÊË-
ÓÑÄÂÐÞ ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑ-
ÏÖ ÒÖÚÍÖ Ô ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË. £ ÑÔÐÑÄÖ ÓÂÔÚÇÕÂ ÃÞÎÂ ÒÑÎÑÉÇÐÂ ×ÑÓÏÖÎÂ (2), Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËâ ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ ÃÞÎÂ ÊÂÏÇÐÇÐÂ ÔËÔ-
ÕÇÏÑÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ ÆÓÖÅ Í ÆÓÖÅÖ ÅÂÖÔ-
ÔÑÄÞØ ÏÑÆ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ [12]. ¤ÑÓÎÑÄËÐÞ
ÏÑÆ ÓÂÔÒÑÎÂÅÂÎËÔß Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË.

²ÂÔÚÇÕÞ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ ÒÇÓÇØÑÆ Í ÃÑÎÇÇ ÕÑÚÐÑÌ ÏÑÆÇÎË
ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ Ô ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÖÎâÙËÇÌ £¶ ÐÇ ÄÐÑ-
ÔËÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞØ ËÊÏÇÐÇÐËÌ Ä ÆÂÐÐÞÇ Ñ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ,
ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ, ÔÑÒÑÔÕÂÄËÏÞØ Ô ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÑÌ ÆÎËÐÑÌ a 2=l. ¬ÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÄÑÎÐÞ,
ÆËÔÎÑÍÂÙËË £¶ ÐÂÚËÐÂáÕ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÕßÔâ Ä ÃÎËÉÐÇÌ ÊÑ-
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²ËÔ.1. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ A (1, 2) Ë ×ÂÊÞ F (3, 4) ÒÑ ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ x ÆÎâ ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË z � �2n�
1�a 2=2l ÒÓË m � 1:2 (1, 3) Ë p (2, 4); ÔÕÓÇÎÍÂÏË ÖÍÂÊÂÐÑ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ
ÍÎáÄÑÄ ÍÂÖÔÕËÍ.
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²ËÔ.2. ±ÓÑÆÑÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÆÎâ ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ ÒÓË m � 1:2, z1 � 2a 2=l.
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²ËÔ.3. ³ÕÓÖÍÕÖÓÂ àÍÄË×ÂÊÐÞØ ÎËÐËÌ Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË (Â) Ë ÐÂ
ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ z � �2n� 1�a 2=2l (Ã) (ÍÓÇÔÕËÍË ÖÍÂÊÞÄÂáÕ ÐÂ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ
ÑÔÇÌ ÍÂÖÔÕËÍ).
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ÐÇ, ÍÑÅÆÂ ÅÎÖÃËÐÂ ÏÑÆÖÎâÙËË ×ÂÊÞ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ p/2. ³ÍÂ-
ÊÂÐÐÑÇ ËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÕ ÓËÔ.4, ÍÑÕÑÓÞÌ âÄÎâÇÕÔâ ÂÐÂÎÑÅÑÏ
ÓËÔ.1 ÆÎâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ.°ÕÐÑÛÇÐËÇ ÓÂÆËÖÔÂ ÒÖÚÍÂ Ä ÅÑÓ-
ÎÑÄËÐÇ w0 Í ÒÇÓËÑÆÖ ÏÑÆÖÎâÙËË a ÓÂÄÐÑ ÒâÕË.

ªÊ ÔÓÂÄÐÇÐËâ ÓËÔ.1 Ë 4 ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ËÏÇáÜËÇÔâ Ä ÐËØ
ÓÂÊÎËÚËâ ÒÓÑâÄÎâáÕÔâ Ä ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÑÏ äÊÂÏÞÄÂÐËËã
ÚÂÔÕË ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ. ²ÂÊÎËÚËâ ÖÔËÎËÄÂáÕÔâ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÞ z ÒÑ ÏÇÓÇ ÕÑÅÑ, ÍÂÍ ÖØÖÆÛÂÇÕÔâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÂâ
ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÏÑÔÕß ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞÒÑÎâ. ¿ÕÑ
ÄËÆÐÑ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ËÊ ÓËÔ.5, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÑ ÒÓÑ-
ÆÑÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
m � 1:2 Ë w0=a � 5.

²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÐÂ ÓËÔ.2 Ë 5, ÃÎËÊÍË ÎËÛß
Ä ÃÎËÉÐÇÌ ÊÑÐÇ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞ ÖÊÍËÇ ÊÑÐÞ, ÅÆÇ
ÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÖÇÕÔâ àÐÇÓÅËâ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ. £ ÆÂÎßÐÇÌ
ÊÑÐÇ ÆË×ÓÂÍÙËË ÒÇÓÇÍÓÞÕËÇ ÅÂÖÔÔÑÄÞØ ÖÅÎÑÄÞØ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÑÔÎÂÃÇÄÂÇÕ Ë ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÍÂÓÆË-
ÐÂÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÃÇÊÅÓÂÐËÚ-
ÐÑÌ ÄÑÎÐÞ: ËÊÎÖÚÇÐËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ äÄÇÇÓã ÒÖÚÍÑÄ,
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÍÑÕÑÓÞØ ÖÃÞÄÂÇÕ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÖÅÎÂ ÐÂ-
ÍÎÑÐÂ.

¶ÂÊÑÄÂâ ÏÑÆÖÎâÙËâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ ÒÑ ÆÄÖÏ ÒÑÒÇ-
ÓÇÚÐÞÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ, ÇÔÎË ÇÇ ÅÎÖÃËÐÂ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÖÍÂ-
ÊÂÐÐÖá ÄÞÛÇ ÍÓËÕËÚÇÔÍÖá ÅÎÖÃËÐÖ, ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇ-
ÐËá ÐÂ ÄÑÎÐÑÄÑÏ ×ÓÑÐÕÇ £¥. ¬ÂÍ Ë Ä ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ
ÄÑÎÐÇ, àÕË £¥ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÆÎË-
ÐÑÌ, ÖÄÇÎËÚËÄÂáÜÇÌÔâ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÅÎÖÃËÐÞ ÏÑÆÖÎâÙËË.
¿ÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ £¥ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÑÃÎÇÅÚÂÇÕ ËØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÑÇ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐËÇ. £ ÆÂÎßÐÇÌ ÊÑÐÇ ÆË×ÓÂÍÙËË ÄÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ×ÂÊÞ Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÑ ÆÄÖÏ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ ÃÖÆÖÕ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÕßÔâ ÆÄÂ ÄÇÇÓÂ ÒÖÚÍÑÄ,
ÓÂÔÒÑÎÂÅÂáÜËØÔâ ÄÑ ÄÊÂËÏÐÑ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞØ ÒÎÑ-
ÔÍÑÔÕâØ.

©ÂÏÇÕËÏ Ä ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ, ÚÕÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÄÞÒÑÎÐÇÐÐÑÅÑ
ÂÐÂÎËÊÂ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÚÂÔÕËÚÐÑ ÒÇÓÇÐÇÔÇÐÞ Ë ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÐÇ-
ÓÇÅÖÎâÓÐÑÌ ÒÎÂÄÐÑÌ ÏÑÆÖÎâÙËË £¶, ÇÔÎË ÆÎËÐÂ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÇÏÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÑÒÑÔÕÂÄËÏÂ Ô ÄÇ-
ÎËÚËÐÑÌ a 2

n=l, ÅÆÇ an ë ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ ÐÇÓÇÅÖÎâÓÐÞØ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ £¶. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, àÕÑ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËá Ä ÔÄÇÕÑÄÑÏ ÒÑÎÇ ÍÂÐÂÎÑÄ Ô ÒÑÄÞÛÇÐÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕßáË Í ÒÑâÄÎÇÐËáÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ×ÓÑÐÕÂ ÒÓË
ÒÓÇÄÞÛÇÐËË ×ÂÊÑÄÞÏË ÄÑÊÏÖÜÇÐËâÏË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÎÂÄÐÞÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ £¶ ËÅÓÂáÕ
ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß Ä ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÙËË ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÑÅÑ
ÒÓÑ×ËÎâ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ë Ä ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍËØ Ë
ÆËÔÎÑÍÂÙËÑÐÐÞØ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ. ±ÑâÄÎÇÐËÇ ÍÂÖÔÕËÍ Ë ÆËÔ-
ÎÑÍÂÙËÌ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ÐÑÔËÕ ÒÑÓÑÅÑÄÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ Ë
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÅÎÖÃËÐÑÌ ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÏÑ-
ÆÖÎâÙËË ×ÂÊÞ. ¥Îâ ÒÓÂÍÕËÍË ÄÂÉÐÞÏ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ
ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ Ä ÎÂÊÇÓÐÑÏ ÒÖÚÍÇ
ÔÑÒÓâÉÇÐÑ Ô ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇÏ ÖÊÍËØ ÍÂÐÂÎÑÄ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ËÊÎÖÚÇÐËâ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÔÓÇÆ-
Ðáá.

²ÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ ÒÓË ×ËÐÂÐÔÑÄÑÌ ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ ÅÑÔÖ-
ÆÂÓÔÕÄÇÐÐÑÌ ÐÂÖÚÐÑ-ÕÇØÐËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÅÓÂÏÏÞ ä¶ËÊËÍÂ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ Ë ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄã (ÒÓÑÇÍÕ 1.61) Ë ×ËÊË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÖÚÇÃÐÑ-ÐÂÖÚÐÑÅÑ ÙÇÐÕÓÂ ä¶ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÂâ ÑÒ-
ÕËÍÂ Ë ÔÒÇÍÕÓÑÔÍÑÒËâã.
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V.A.Gurashvili, A.M.Zotov, P.V.Korolenko, N.E.Sarkarov. Effect of
regular wavefront perturbations on the structural transformation of laser
beams.

The effect of a regular phase modulation on the dynamics of vari-
ation in spatial characteristics of laser radiation is studied. The condi-
tions and processes of the transformation of phase aberrations to topo-
logical wavefront perturbations resulting in the appearance of edge and
screw dislocations are considered. The relationship between the caustic
and dislocation elements of the laser beam is discussed. It is shown that
the phase modulation leads to the formation of narrow channels with an
increased intensity inside the laser beam.
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²ËÔ.4. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ A (1, 2) Ë ×ÂÊÞ F (3, 4) ÒÑ ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ x ÆÎâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË z � a 2=2l (w0 �
5a) ÒÓË m � 1:2 (1, 3) Ë p (2, 4).

0 1 2 3 4 z=z1

2

4

6

x=a

8

²ËÔ.5. ±ÓÑÆÑÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÆÎâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ
ÒÓË m � 1:2, w0 � 5a.
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