
¯ÂÌÆÇÐÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ÂÎÂÏÃÇÓÂ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÄËÆÇ ÐÇÓÂÔÒÎÞÄÂáÜÇ-
ÅÑÔâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË Ë Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ. ±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ×ÑÕÑÐÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÓâÆÂ ÊÂÆÂÚ.

¬ÎáÚÇÄÞÇ ÔÎÑÄÂ: ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ô ÄÇÜÇÔÕÄÑÏ.

1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£Ñ ÏÐÑÅËØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐË-
ÇÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖ-
ÚÇÐËâ Ô ÄÇÜÇÔÕÄÑÏ, ÒÑÕÑÍË ËÊÎÖÚÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑ-
ÄÂÕß ÕÂÍÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ×ÑÕÑÐÑÄ nph � w=Sc�hO, ÚÕÑ ÄÇÍÕÑÓ-
ÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ àÕÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÌ ÆÎâ ÕÇÑ-
ÓÇÕËÚÇÔÍËØ ÓÂÔÚÇÕÑÄ ÓâÆÂ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ËÊÏÇÓâÇÏÞØ
ÄÇÎËÚËÐ, ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÔÚËÕÂÕßÔâ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ [1]. ©ÆÇÔß w ë
ÏÑÜÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, S ë ÒÎÑÜÂÆß
ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÒÑÕÑÍÂ ×ÑÕÑÐÑÄ, c ë ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ Ä
ÄÂÍÖÖÏÇ, O ë ÚÂÔÕÑÕÂ ×ÑÕÑÐÂ.

¬ÓËÕÇÓËÌ ÍÎÂÔÔËÚÐÑÔÕË ÆÎâ ÒÑÎâ Ô ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕßáE
Ë ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÅÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ ÄÓÇÏÇÐË Dt ËÏÇÇÕ ÄËÆ [1]

ÿ
E 2
�1=2 � ��hc�1=2�cDt�2 �

��hc�1=2
�c=O�2 .

´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÅÇÎËÌ-ÐÇÑÐÑÄÑÅÑ ÎÂ-
ÊÇÓÂ (àÐÇÓÅËâ ×ÑÕÑÐÂ �hO � 1 à£, w � 10ÿ3 £Õ, S � 0:01
ÔÏ2) nph � 107 ÔÏÿ3, ÚÕÑ âÄÐÑ ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎâ ÄÞÒÑÎÐÇ-
ÐËâ ÍÓËÕÇÓËâ ÍÎÂÔÔËÚÐÑÔÕË, Õ. Í. (�hc)1=2(c=O)ÿ2�0:01 £/Ï.
¡ÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ Ô
ÓÇÐÕÅÇÐÑÄÔÍËÏË ÎÖÚÂÏË [2]: ÒÓË �hO � 104 à£ Ëw=S � 10ÿ7

£Õ/ÔÏ2 (E 2)1=2 � (�hOnph)
1=2 � 10ÿ6 £/Ï ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÏÇÐß-

ÛÇ (�hc)1=2(c=O)ÿ2 � 106 £/Ï.
ªÕÂÍ, Ä ÓÇÂÎßÐÑÌ ÔËÕÖÂÙËË ÄÔÕÓÇÚÂáÕÔâ ÔÎÖÚÂË ÄÊÂË-

ÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ô ÄÇÜÇÔÕÄÑÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, ÍÑÅÆÂ ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ
ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ
ÄÇÜÇÔÕÄÂ Ô ÑÆÐËÏ ×ÑÕÑÐÑÏ. ±ÓË àÕÑÏ, Ô ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ,
ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ×ÑÕÑÐÂ ÐÇÎßÊâ ÔÚËÕÂÕß ÍÄÂÊËÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍËÏ, Â Ô ÆÓÖÅÑÌ ë ×ÑÕÑÐ ÐÇÎßÊâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß Ä ÄËÆÇ
ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÄÑ ÄÔÇÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÊÂÆÂÚÂØ àÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ, ÍÂÍ ÃÖÆÇÕ
ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐËÉÇ, Í ×ËÊËÚÇÔÍË ÃÇÔÔÏÞÔÎÇÐÐÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂ-
ÕÂÏ.

£ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÏ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÕß, ØÑÕâ ÃÞ Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÓÑÔÕÑÌ ÏÑÆÇÎË, ÊÂÆÂÚÖ Ñ ÄÞÚË-

ÔÎÇÐËË ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÆÎâ ÑÆÐÑÅÑ ×ÑÕÑÐÂ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ ÂÐ-
ÔÂÏÃÎâ ×ÑÕÑÐÑÄ ÃÖÆÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÕß ÔÑÃÑÌ ÔÖÏÏÖ ÄÇÍÕÑ-
ÓÑÄ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÆÎâ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ×ÑÕÑÐÑÄ.

£ ËÔÔÎÇÆÖÇÏÑÌ ÏÑÆÇÎË ÚÂÔÕËÙÂ ÄÇÜÇÔÕÄÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÌ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÌ ÅÂÓÏÑÐËÚÇ-
ÔÍËÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ. ¥Îâ ÓÇÛÇÐËâ ÒÑÔÕÂÄÎÇÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÐÂ-
ÏË ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÇÆË-
ÐËÚÐÑÅÑ ÄÐÇÛÐÇÅÑ×ÑÕÑÐÂAph(r, t). £ÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¥ÂÎÂÏÃÇÓÂ Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÑÆÐÑ×ÑÕÑÐÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ ÒÑ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓâÏÑÌ. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË
àÕÑÏ ÑÃÝÇÏÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÄÔÇÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ ÑÕ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÑÌ Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÞÓÂÉÇÐËâ
Aph(r, t), ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß ÓÂÄÇÐ àÐÇÓÅËË ×ÑÕÑÐÂ �hO. £ÂÉÐÑ
ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑAph(r, t) ÖÚËÕÞÄÂÇÕ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÑÃÎÂÔÕË ÎÑ-
ÍÂÎËÊÂÙËË ×ÑÕÑÐÂ, ÓÂÊÏÇÓ ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÏÇÐß-
ÛÇ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ [3].

±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä ÓÂÃÑÕÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÏÑÅÖÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ ÒÑ-
ÎÇÊÐÞÏË ÒÓË ËÊÖÚÇÐËË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÊÂÆÂÚ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕßá Ë ÔÕÂÕËÔÕËÍÑÌ ×ÑÕÑÐÑÄ [4], ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÖÚÇÔÕß à××ÇÍÕÞ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕ-
ÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËÇÌ ×ÑÕÑÐÑÄ.

2. £ÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÆÐÑÅÑ ×ÑÕÑÐÂ

¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâAph(r, t) ÑÆÐÑÅÑ ×ÑÕÑÐÂ ÔÐÂÚÂÎÂ ÐÂÌÆÇÏ ÄÞ-
ÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ Aph(r, t), ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÅÑ ÒÓË ÓÂÔÔÇâÐËË ÐÂ ÚÂÔÕËÙÇ
ÄÇÜÇÔÕÄÂ ÑÆÐÑÅÑ ×ÑÕÑÐÂ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÇÆËÐÅÇÓÂ

i�h
qC
qt
� ĤC (1)

ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ, ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÍÑÕÑÓÑÌ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Ĥ � Ĥv � Ĥf � V̂f � V̂ph.
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ë ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ÅÂÓÏÑ-
ÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ; m, ~s, ~O ë ÏÂÔÔÂ, ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ Ë
ÚÂÔÕÑÕÂ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ;

Ĥf � ÿ �h

2

X
a

~oa

�
ÿ q 2

qx 2
a

� x 2
a

�
ë ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑ-
Îâ, ÅÆÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ xa ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÍÂÍ ÐÑÓÏÂÎßÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ-ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐ-
ÐÞØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËØ ÔÑÃÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐ-
ÐÑÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ;

V̂f � e

mc

�h

i
ev
X
a

Âa�~s� qq~s

ë ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÂÐ-
ÐÞÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ;

Âa�~s� �
�
2p�h

V

�1=2
c

ea

~o1=2
a

��âa exp�iqeqev~s� � â�a exp�ÿiqeqev~s��;

V (V!1) ë ÑÃÝÇÏ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ; e ë ÊÂÓâÆ àÎÇÍÕÓÑÐÂ; ea ë ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓË-
ÊÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ËÐ-
ÆÇÍÔÖ a � fq, sg, ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÑÄÑÍÖÒ-
ÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ q � eqq Ë ÆÄÖØ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÌ
s � 1, 2 ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ; eq ë ÇÆË-
ÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÄÇÍÕÑÓÂ q; ~oa ë ÚÂÔÕÑÕÂ
ÏÑÆÞ a ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÒÓËÚÇÏ

04 ~oa � ~oq � cq4 cqmax � ~omax ;

âa � 1���
2
p
�
xa �

q
qxa

�
; â�a �

1���
2
p
�
xa ÿ

q
qxa

�
;

ev ë ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ÄÆÑÎß ÒÓâÏÑÌ, ÒÑ ÍÑÕÑÓÑÌ ÆÄË-
ÉÇÕÔâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÚÂÔÕÑÕÂ ~oa

ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÂ [1], ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆË-
ÐÂÏËÍÇ Í ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÑÍ ÏÂÔÔÞ Ë ÊÂ-
ÓâÆÂ. £ ÐÂÛÇÌ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÇÓÇ-
ÐÑÓÏËÓÑÄÂÕß ÕÑÎßÍÑ ÏÂÔÔÖ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, ÚÕÑ àÍÄËÄÂÎÇÐ-
ÕÐÑ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËá ÔÒÇÍÕÓÂ ÚÂÔÕÑÕ ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ~omax. °ÒÇ-
ÓÂÕÑÓ

V̂ph � e

mc

�h

i
ev Âph�t; ~s� q

q~s

âÄÎâÇÕÔâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÑÆÐÑÅÑ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ×ÑÕÑÐÂ.
±ÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓ Âph(t; ~s ) ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÊÂÄË-
ÔËÕ ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËØ ÐÇÍÖá ÏÂÕÇÓËÂÎß-
ÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÆÂÎÇÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÑÊÐËÍ ÄÐÇÛÐËÌ ×ÑÕÑÐ. ±ÓÑÄÇÆÇÏ ÖÔÓÇÆ-
ÐÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÔÚËÕÂâ,
ÚÕÑ

ÂphC � ÂphC � Âph�t; ~s �C.

£ÄÇÆÇÏ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ

s � ~s

��h=m~O�1=2
Ë oa � oq � ~oa

~O
,

ÅÆÇ 04oa 4omax=~O � o. ´ÑÅÆÂ, ÒÇÓÇØÑÆâ Í ÐÑÄÞÏ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÏ xa � xao

ÿ1=2
a Ë ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ

ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂ ÎËÛß ÑÃÎÂÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄoa�1,
s � 1 Ë ÚÕÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ �h~O=mc 2 � 1 (ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÑÏÖ ÒÓËÃÎËÉÇÐËá), Ä ËÏ-
ÒÖÎßÔÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÆÎâ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ
×ÖÐÍÙËË (ÑÒÖÔÕËÄ Ä ÐÇÌ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÚÇÓÕÖ ÔÄÇÓØÖ)
ËÏÇÇÏ

Cfnlg�t; fQlg� �
Y
l

Fnl

h
s
1=2
l �Ql ÿ Zl�

i
� exp

�
i

�
1

~O

qZl
qt
�Ql ÿ Zl� ÿ ~O

� t

ÿ1
Ll�t�dt

��
, (2)

ÅÆÇ Cfnlg�s 1=2l (Ql ÿ Zl)� ë ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ;

Zl�t� �
~Q

sl

� t

ÿ1
dtX0l f�t� sin

�
~Qsl�tÿ t��

Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ [5]
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� s 2l Zl � X0l f �t�; f �t� � e

c
ÿ
m�h~O

�1=2 evAph�t� ;

Ll�t� � 1

2~O 2

�
qZl
qt

�2
ÿ 1

2
s 2l Zl

2 � X0l f �t�Zl�t�;

ÔËÏÄÑÎÞ fnlg, fQlg ë ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕË ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÚËÔÇÎ Ë
ÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÒÓËÚÇÏ [6]

Ql �
X
a

X0lza � X0lp; p �
X
l

X0lQl; za �
X
l

XalQl ;

X 2
0l � 1

�
dG

dz

����
z�zl

, Xal � eaX0l

zl ÿ oa
2
;

zl � s 2l ë ÍÑÓÐË ÖÓÂÄÐÇÐËâ

G�z� � zÿ 1ÿ
P

a e
2
a

zl ÿ oa
2
� 0; ea � 2

�
p
Vm

�1=2 evea
~O

.

CÐÂÚÂÎÂ ÒÑ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÏ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (2), ÄÞÚËÔÎËÏ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Âa (r, t ) ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ:

Aa�r; t� �
Sp
�

exp
ÿÿ Ĥ�t! ÿ1�=Tr

�
Âa�r,t�

�
Sp
�

exp
ÿÿ Ĥ�t! ÿ1�=Tr

�� . (3)

©ÆÇÔß Tr ë ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ ÔËÔÕÇÏÞ, ÑÕ ÍÑÕÑÓÑÌ Ä ÔËÎÖ ÑÔÑ-
ÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÏÑÆÇÎË ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ;

Âa�r; t� � exp

�
i

�1
ÿ1

Ĥ�t�dt
�
Âa�r� exp

�
ÿ i

�1
ÿ1

Ĥ�t�dt
�
,

Âa�r� �
�
2p�h

V

�1=2
c

"
eaÿ

~Ooa
�1=2

#

� âa exp

�
i

~O
c
oaeqr

�
� â�a exp

�
ÿ i

~O
c
oaeqr

�" #
.

£ ÄÞÓÂÉÇÐËâØ ÆÎâAa(r, t) Ë Âa(r, t) ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ Ĥ(t)
ÄØÑÆËÕ Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÚËÔÇÎ ÊÂÒÑÎÐÇÐËâ
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Ĥ�t� � ~O
X
l

�
â�l âl � 1

2
sl � 1���

2
p

sl
X0l�âl � â�l � f �t�

�
,

âa �
X
l

X0lâl ,

ÅÆÇ

âa � 1���
2
p
�
Ql � q

qQl

�
.

¢ÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
ÑÆÐÑ×ÑÕÑÐÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ A(r, t), ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâ-
áÜÇÅÑÔâ ÄÆÑÎß ÑÔË z, ÒÓË t, jrj � r!1. £ÑÎÐÑÄÑÌ ÒÂÍÇÕ
A(r, t), ÓÇÅËÔÕÓËÓÖÇÏÞÌ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÏ, ÐÂØÑÆâÜËÏÔâ ÐÂ
ÑÔË z ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË r0 !1, ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ËÊ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËË
ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (3) ÒÑ ÄÔÇÏ ÏÑÆÂÏ ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ a Ô ÄÇÔÑÄÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ, Õ. Ç. Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË, ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂá-
ÜÇÌ ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÄÔÇØ ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞØ ÄÑ £ÄÇÆÇÐËË ÕÓÇÃÑ-
ÄÂÐËÌ, ÒÓÇÆÝâÄÎâÇÏÞØ Í ÑÆÐÑ×ÑÕÑÐÐÑÏÖ ÄÑÎÐÑÄÑÏÖ ÒÂ-
ÍÇÕÖ.

¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ±ÓËÎÑÉÇÐËË 1, ÕÂÍÂâ ÄÇÔÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Poa�yq;jq; l; v� � C

a 2 � l 2
eÿuu ln�G�1� lv��ÿ1.

©ÆÇÔßG( . . . ) ë ÅÂÏÏÂ-×ÖÐÍÙËâ;C � 2a 2oa ~O 2vDR 2=pc 2; a ë
ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÌ ÆËÔÒÇÓÔËá ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ l, ÒÑ
ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ (0 < l <1);
v (v!1) ë ÐÇÍËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ; yq, jq ë ÒÑÎâÓÐÞÌ Ë ÂÊËÏÖ-
ÕÂÎßÐÞÌ ÖÅÎÞ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÂ q;
u � (oa ~O=c)2(1ÿ cos yq)vaDR 2; DR ë ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÊÖáÜËÌ ÓÂÊÏÇÓÞ ÑÃÎÂÔÕË ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÑÆÐÑ×ÑÕÑÐ-
ÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ. £ÇÔÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ×ÂÍÕ
ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ÎËÛß ÕÇØ ÏÑÆ a ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
(3), ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÍÑÕÑÓÞØ q ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÃÎËÊÍË Í ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÑÔË z, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÆÄËÉÇÕÔâ
×ÑÕÑÐ.

£ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑo� 1 Ë ÚÕÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË tÿ z=c <
0, ÆÑ ÍÑÕÑÓÑÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ A(r, t) ÐÇ ÆÑÛÎÑ,
A(r, t) � 0, ÆÎâ ÓÂÔÔÇâÐÐÑÅÑ ÑÆÐÑ×ÑÕÑÐÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÂÍÇÕÂ A(r, t) ÒÑÎÖÚËÏ:

A�r; t� � ÿ 3

p3
gu sin yvkei

�
ryr

���
2
p

DR

���1
0

dtevAph�t�

�
�
1ÿ cos

�
o~O
�
tÿ z

c
ÿ t
����

~O
�
tÿ z

c
ÿ t
��ÿ1

� p
2
O1

� tÿz=c

0

dtevAph�t� exp

�
ÿ g
2

�
tÿ z

c
ÿ t
��

� cos

�
O
�
tÿ z

c
ÿ t
��

y
�
tÿ z

c

��
. (4)

©ÆÇÔß u � ex cosjv � ey sinjv ë ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓË-
ÊÂÙËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ A(r, t); sin yv � evu; ex, ey; ez ë
ÇÆËÐËÚÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ ÒÑ ÑÔâÏ ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ; yv, jv ë ÒÑÎâÓÐÞÌ Ë ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÞÌ ÖÅÎÞ ÄÇÍÕÑÓÂ ev;

O 2
1 � 1ÿ 2go

p~O
; g � 2

3

e 2 ~O 2

mc 3
; O � O1

~O;

kei�z� � K0�z exp�ip=4�� � K0�z exp�ÿip=4��
2i

;

K0 ë ×ÖÐÍÙËâ ¢ÂÔÔÇ; z � r cos yr � rÿ1=2ry
2
r ; y (x) � 1 ÒÓË

x > 0, y (x) � 0 ÒÓË x < 0.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ (4) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÄÔÇÏ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑ-

ÄÂÐÐÞÏ ÄÑ £ÄÇÆÇÐËË ÕÓÇÃÑÄÂÐËâÏ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÑÐÑ
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¥ÂÎÂÏÃÇÓÂ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ
ÚÎÇÐÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ�

g
~O

�2

� 1 , (5)

ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÆÎâ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÆËÂÒÂÊÑÐÂ (g � 107 ÿ 109

Ôÿ1, ~O � 1015 Ôÿ1). £ÞÓÂÉÇÐËÇ (4) äÐÇ ÓÂÔÒÎÞÄÂÇÕÔâã ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÑÃÝÇÏÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÄÔÇÏÖ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÖ ÑÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÑÌ Ô ÒÑÏÑÜßá
(4), ÓÂÄÇÐ àÐÇÓÅËË ×ÑÕÑÐÂ �hO:

1

8p

�
V

d3r

�
rot 2 A�r; t� � 1

c 2

�
qA�r; t�

qt

�2�
� �hO. (6)

¯ÂÌÆÇÏ Ô ÒÑÏÑÜßá (4) ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ Aph(t).
¥Îâ àÕÑÅÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ Ä ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ô
ÓÂÆËÖÔ-ÄÇÍÕÑÓÑÏ r � ÿr0(r0 � jr0j ! 1) ÐÂØÑÆËÕÔâ ÕÑÚ-
ÐÑ ÕÂÍÑÌ ÉÇ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ Ô ÕÑÌ ÉÇ ÑÓËÇÐÕÂÙËÇÌ, ÚÕÑ Ë Ä
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÏ ÄÞÛÇ ÔÎÖÚÂÇ. ±ÖÔÕß àÕÑÕ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ
ËÔÒÖÔÕËÎ ÄÆÑÎß ÑÔË z ×ÑÕÑÐ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÄÑÊÃÖÆËÎ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐÐÞÌ ÐÂÏË ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ, Â àÕÑÕ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ ËÔÒÖÔÕËÎ
ÕÑÚÐÑ ÕÂÍÑÌ ÉÇ ×ÑÕÑÐ ÄÆÑÎß ÑÔË z, ÚÇÏÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ
r � r0 Ë yr � 0.

©ÂÏÇÐËÄ tÿ z=c ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ t Ë ÖÚÕâ, ÚÕÑ

A�r0; t� � Aph�t�; ÿkei�0� � p=4 ,

ÆÎâ Aph(t) � evAph(t) ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:

Aph�t� � gg
� � t

0

dtK�tÿ t�Aph�t�

�
�1
0

K1�tÿ t�Aph�t�dt
�
; t5 0 , (7)

ÅÆÇ

K�t� � e g=2 cosOt ; K1�t� � 2

p
1ÿ cos�o~Ot�

Ot
;

(8)
g � 3O1

8p
sin2 yv .

£ ±ÓËÎÑÉÇÐËË 2 ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ, ÒÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂ-
ÐËÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7) Ô ÖÚÇÕÑÏ (8), ÆÎâAph(r; t) ËÏÇÇÏ

Aph�r; t� � ÿ
�
g 3�1ÿ g�3�h

pcO

�1=2
ukei

�
ryr

���
2
p

DR

�

� exp

�
ÿ g
2
�1ÿ g�

�
tÿ z

c

��
sin

�
O
�
tÿ z

c
ÿ t
��

, (9)

ÅÆÇ tÿ z=c > 0; z � r cos yr � rÿ ry 2
r =2. ªÊ (9) Ë ÖÔÎÑÄËâ

ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ Ä (4) ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ DR ÆÎâ ÄÔÇØ ÕÓÇØ ÑÔÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ DR � 2c=g(1ÿ g).

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÂâ ÐÂÏË ÏÑÆÇÎß Ë ÒÓÑÄÇ-
ÆÇÐÐÞÇ ÆÎâ ÐÇÇ ÓÂÔÚÇÕÞ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ë ÐÇÑÃØÑÆËÏÂâ ÒÓË

£ÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ×ÑÕÑÐÂ 755



×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÏ ÔÒÇÍÕÓÇ ÚÂÔÕÑÕ oa ÒÓÑÙÇÆÖ-
ÓÂ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍË ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÏÂÔÔÞ ÑÔÙËÎ-
ÎâÕÑÓÂ m 0 Ë ÇÅÑ ÚÂÔÕÑÕÞ O 0 (m 0, O 0 ! 1), ÄÐÖÕÓÇÐÐÇ ÐÇ-
ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÄÞ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÔÈ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ä ÓÂÏÍÂØ
ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÏÂÔÔÂ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ m 0 ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÇÅÑ ÚÂÔÕÑÕÇ O 0, Õ. Í.
ÍÄÂÐÕ àÐÇÓÅËË ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ �hO 0 � m 0e 4=�h 2 [8, 9] Ë ÍÑ-
à××ËÙËÇÐÕ ÉÇÔÕÍÑÔÕË m 0O 0 2 � e 2=a 3

0 , ÅÆÇ a0 � �h 2=m 0e 2.
±ÓË àÕÑÏ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÊÏÂ �hO 0 �
m 0e 4=�h 2� m 0c 2.

±ÓËÄÇÆÇÏ ÒÓËÏÇÓ ÊÂÆÂÚË, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÂÉÇÐ ÖÚÇÕ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ×ÑÕÑÐÂ. ¿ÕÑ ÊÂ-
ÆÂÚÂ Ñ ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÆÎâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (1) ÔÓÇÆ-
ÐÇÅÑ ÚËÔÎÂ ÊÂÒÑÎÐÇÐËâ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÑÄÐÇÌ n̂(t).

±ÖÔÕß ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ Aph (t) ÄÐÇÛÐÇÅÑ ×ÑÕÑÐÂ
Ä (1) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (9), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÄÔÇÏ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏ àÕÑÅÑ ×ÑÕÑÐÂ ÒÓËÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ËÐÆÇÍÔ ÐÖÎß.
±ÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ (9) Ä (1) ÒÑÎÂÅÂÇÏ ryr ' z ' 0, ÚÕÑ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÑÏÇÜÇÐËá ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ä ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕ. µÚÕÇÏ, ÚÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓ

n̂ � 1

2

�
ÿ q 2

qs 2
� s 2

�
ÿ 1

2

Ë ÚÕÑ n̂(t) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (3), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
ÑÒÇÓÂÕÑÓ Âa(r) ÔÎÇÆÖÇÕ ÊÂÏÇÐËÕß ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ n̂. ´ÑÅÆÂ,
ÒÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá (2), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

n̂�t� � 1

8
~O
�� � t

0

exp

�
ÿ g
2

ÿ
tÿ t 0

��
cos
�
O
ÿ
tÿ t 0

��
f
ÿ
t 0
�
dt 0
�2

�
� � t

0

exp

�
ÿ g
2

ÿ
tÿ t 0

��
sin
�
O
ÿ
tÿ t 0

��
f
ÿ
t 0
�
dt 0
�2�

�
�

exp

�
�hO
Tr

�
ÿ 1

�ÿ1
.

©ÆÇÔß

f �t� � e

c
ÿ
m�h~O

�1=2 evAph�t�.

±ÑÔÎÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ t ËÏÇÇÏ

n̂�t� � 3p 2

512

gg 30
~OO0

sin2 yv0

��
exp

�
ÿ g
2
t

�
�a�o � ÿDO� cosOt

� b�o � ÿDg� sinOt� � exp

�
ÿ g0

2
�1ÿ g0�t

�

��ÿa�o � ÿDO� cosO0t� b�o � Dg� sinO0t�
�2

� exp

�
ÿ g
2
t

�
�a�o � DO� sinOtÿ b�o � Dg� cosOt�

� exp

�
ÿ g0

2
�1ÿ g0�t

�
�a�o � ÿDO� sinO0t

� b�o � Dg� cosO0t�
�2�
�
�

exp

�
�hO
Tr

�
ÿ 1

�ÿ1
.

©ÆÇÔß

sin yv0 � evu0; a�o� � o

DO 2 � Dg 2
� O� O0

�O� O0�2 � Dg 2
;

DO � Oÿ O 00; Dg � g
2
ÿ g0�1ÿ g0�

2
;

b�o� � o

DO 2 � Dg 2
� Dg

�O� O0�2 � Dg 2
.

ªÊ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ n̂(t) ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ
ÄÓÇÏÇÐË ÄÇÆÇÕ ÔÇÃâ Ä ÒÑÎÐÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ×ËÊËÚÇÔÍËÏ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ×ÑÕÑÐÑÏ, Õ. Ç.
ÔÐÂÚÂÎÂ ÑÐÂ, ÑÔÙËÎÎËÓÖâ, ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ, Â ÊÂÕÇÏ ÒÓË t!1
ÖÃÞÄÂÇÕ ÆÑ ÐÖÎâ. °ÕÏÇÕËÏ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÚÕÑ Ä ÖÔÎÑÄËâØ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ, Õ. Ç. ÒÓË jDOjt, jDgtj � 1, ËÊ àÕÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ
ÔÎÇÆÖÇÕ

n̂�t� � 3p 2

512
sin2yv0

g 4

~OO
t 2 exp�ÿgt� �

�
exp

�
�hO
Tr

�
ÿ 1

�ÿ1
.

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÞ ÆÎâ n̂(t) ÐÇÎßÊâ ÒÑÎÖÚËÕß ÃÇÊ ÖÚÇÕÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-
ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ×ÑÕÑÐÂ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, n̂(t) ÃÖ-
ÆÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍË ÃÇÔÔÏÞÔÎÇÐÐÑ, ÇÔÎË Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐ-
ÍÙËË f (t) ÄÏÇÔÕÑ ÄÇÍÕÑÓÂ Aph(t) ÒÑÆÔÕÂÄËÕß Aph(t) � 2c�
(2p�h=O0V )1=2u0 sinO0t, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÇ ÔÑÃÑÌ ÏÑÐÑØÓÑ-
ÏÂÕËÚÇÔÍÖá ÄÑÎÐÖ, ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÖá Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÑÃÝÇÏÑÏ V!1.

3. £ÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË ÆÎâ ÂÐÔÂÏÃÎâ
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÆÄËÉÖÜËØÔâ ×ÑÕÑÐÑÄ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ, ÒÓË ÍÂÍËØ ÖÔÎÑÄËâØ ÔÓÇÆ-
ÐËÌ ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÂÐÔÂÏÃÎâ ×ÑÕÑÐÑÄ, ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÄÆÑÎß ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÑÔË
z Ä ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍËÌ ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÞÚË-
ÔÎËÕß àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÖá ÄÇÎËÚËÐÖ ë
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ËÊÎÖÚÇÐËâ (ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË) ÂÐÔÂÏÃÎâ
×ÑÕÑÐÑÄ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÖá E 2.

³ ÖÚÇÕÑÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ (9) ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÂÐ-
ÔÂÏÃÎâ ×ÑÕÑÐÑÄ

A�r; t� �
XM
m�1

XLm

lm�1
Am lm

�
tÿ z

c
ÿ tlm ; q ÿ qm

�
, (10)

ÅÆÇ

Am lm

�
tÿ z

c
ÿ tlm ; q ÿ qm

�
� ÿB0kei

� jq ÿ qmj�1ÿ g0�
2c

�

exp

�
ÿ
�
tÿ z

c
ÿ tlm

�
g0�1ÿ g0�

2

�
sin

�
O0

�
tÿ z

c
ÿ tlm

��
;

tÿ z

c
ÿ tlm > 0; B0 �

�
g 30 �1ÿ g0�3�h

pcO0

�1=2
u0 ;

g0 � 3

8p
O10 sin2 yv0 ;

q, qm ë ÓÂÆËÖÔ-ÄÇÍÕÑÓÞ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ
ÑÔË z. ¥Îâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ Ä (10) g0, g0, u0, O0 Ö ÄÔÇØ ×ÑÕÑÐÑÄ Ä
ÂÐÔÂÏÃÎÇ ÔÚËÕÂáÕÔâ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏË. ±ÂÓÂÏÇÕÓ tlm ÑÒÓÇÆÇ-
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ÎâÇÕ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ lm-Ï ÒÑ ÔÚÇÕÖ ×ÑÕÑÐÑÏ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË xy Ä m-Ì ÕÑÚÍÇ àÕÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ô ÓÂÆËÖÔ-
ÄÇÍÕÑÓÑÏ qm. ¸ÇÎÞÇ ÚËÔÎÂ M Ë Lm ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÎÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÕÑÚÇÍ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ×ÑÕÑÐÂÏË ÒÎÑ-
ÔÍÑÔÕË xy Í ÏÑÏÇÐÕÖ ÄÓÇÏÇÐË t Ë ÒÑÎÐÑÇ ÚËÔÎÑ ×ÑÕÑÐÑÄ,
ÒÇÓÇÔÇÍÛËØ àÕÖ ÒÎÑÔÍÑÔÕß Ä ÕÑÚÍÇ Ô ÓÂÆËÖÔ-ÄÇÍÕÑÓÑÏ qm.
£ (9) z, q ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÍÑÐÇÚÐÞÏË, Â t, M, Lm !1.

±ÑÔÕÂÄÎÇÐÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÖÔÓÇÆÐÇÐËá ÒÑ ÏÑ-
ÏÇÐÕÂÏ ÄÓÇÏÇÐË ftlmg Ë ÓÂÆËÖÔ-ÄÇÍÕÑÓÂÏ fqmg ÄÞÓÂÉÇÐËâ
ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (10) Ë

E 2 �
�
ÿ 1

c

qA�r; t�
qt

�2
.

µÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÏÑÏÇÐÕÂÏ ÄÓÇÏÇÐË ftlmg ÃÖÆÇÏ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆËÕß Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÕËÒÂ ¢ÇÓÐÖÎÎË

P�tlm� �
almC

lm
Lm

T

�
tlm
T

�almÿ1�
1ÿ

�
tlm
T

�a �Lmÿlm
, (11)

ÅÆÇ

0 < tlm < T ; T!1 ; 04 lm 4Lm ; Lm !1 ;

Clm
Lm
� Lm!

�Lm ÿ lm�!lm!
; 0 < a4 1 .

¬ÂÍ ÃÖÆÇÕ ÄËÆÐÑ ËÊ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ, ÒÂÓÂÏÇÕÓ a Ä (11)
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÕÇÒÇÐß ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ:

a � a�nph� � ÿ n0
2nph

�
��

n0
2nph

�2
�
�

n0
nph

��1=2
. (12)

©ÆÇÔß

n0 �
�
O0

c

�3 g0�1ÿ g0�
128p2O0

;

nph � j=c ë ÒÎÑÕÐÑÔÕß ×ÑÕÑÐÑÄ Ä ÒÑÕÑÍÇ;

j � 1

4p
lim

Lm ;T!1
Lm

Ts0
� 1

4p
lim

fLmg;T!1

XM
m�1

Lm

TS

ë ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÑÕÑÍÂ ×ÑÕÑÐÑÄ;S ë ÒÎÑÜÂÆß, ÚÇÓÇÊ ÍÑÕÑÓÖá
ÒÓÑØÑÆËÕ ÄÇÔß ÒÑÕÑÍ ×ÑÕÑÐÑÄ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (10);

s0 � S

�
lim

fLmg;T!1

XM
m�1

Lm

T

�
lim

Lm ;T!1
Lm

T
.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ a� 1, Õ. Ç (n0=nph)

1=2

� 1. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÒÓËÐâÕß Dt � ���
p
p

Oÿ10 f128O0�
�g0�1ÿ g0)�ÿ1=4g Ë ÖÚÇÔÕß, ÚÕÑ E 2 � �hO0nph, ÕÑ àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ
ÔÑÄÒÂÆÇÕ Ô ÖÔÎÑÄËÇÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÐÑÔÕË [1].

³ ÒÑÏÑÜßá ÄÞÓÂÉÇÐËâ (11) ÏÑÉÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ,
ÚÕÑ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÄÓÇÏÇÐÐÑÅÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ 1=v0
ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÃÎËÉÂÌÛËÏË ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÏÑÏÇÐÕÂÏË ÒÇÓÇ-
ÔÇÚÇÐËâ ×ÑÕÑÐÂÏË ÆÂÐÐÑÌ ÒÎÑÜÂÆÍË s0 Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË xy
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ×ÑÓÏÖÎÂ

1

v0
� 1

�va
, (13)

ÅÆÇ �v � limLm ;T!1 Lm=T � 4pcnphs0 Ë a ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓ-
ÏÖÎÑÌ (12).

±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÕÑ, ÚÕÑ Ä (10) ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ
tlm < tÿ z=c!1 Ë ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (11) �tlm �
Lm=v0 (Lm !1), ÏÑÉÐÑ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÓÂÔÚÇÕÑÄ ÔÚËÕÂÕß
Ä (10) Lm � E�v0(tÿ z=c)� ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ m, ÅÆÇ E �x� ë
ÙÇÎÂâ ÚÂÔÕß ÚËÔÎÂ x. ´ÑÅÆÂ Ä (11) ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ

T � 1

v0
E

�
v0

�
tÿ z

c

��
, (14)

ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÓÂÊÖÏÐÑ ÒÑÎÑÉËÕß T � Lm=v0.
±ÓÑÄÇÆÇÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (10) ÒÑ ÓÂÆËÖÔ-ÄÇÍ-

ÕÑÓÂÏ qm Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË xy Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË 1=S,
ÅÆÇ S!1 ë ÒÎÑÜÂÆß, ÚÇÓÇÊ ÍÑÕÑÓÖá ÒÓÑØÑÆËÕ ÒÑÎÐÞÌ
ÒÑÕÑÍ ×ÑÕÑÐÑÄ. ©ÂÕÇÏ ÖÔÓÇÆÐËÏ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÒÑ ÏÑÏÇÐÕÂÏ ÄÓÇÏÇÐË tlm Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË (11).
³ ÖÚÇÕÑÏ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ T!1 Ë ÚÕÑ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (5), O0 � g0,
ÒÑÎÖÚÂÇÏ

A�r; t� � A0 exp

�
ÿ g0

2
�1ÿ g0�

�
tÿ z

c
ÿ T

��

� cos

�
O0

�
tÿ z

c
ÿ T

��
y
�
tÿ z

c
ÿ T

�
, (15)

ÅÆÇ

T � T

�
tÿ z

c

�
� 1

v0
E

�
v0

�
tÿ z

c

��
; tÿ z

c
ÿ T > 0;

A0 � 32p2B0c
3anph

g 20 �1ÿ g0�2O0

; a � a�nph� .

¬ÂÍ ÃÖÆÇÕ ÄËÆÐÑ ËÊ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ, ×ÑÓÏÖÎÂ (15) ÐÇÒÑÔ-
ÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ËÊÏÇÓâÇÏÖá
ÄÇÎËÚËÐÖ (ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ËÊÎÖÚÇÐËâ) ÎËÛß Ä ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ

a �
�

n0
nph

�1=2

� 1 . (16)

£ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (15) Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖ-
ÚÂÇ Ë ÑÙÇÐËÏ ÄØÑÆâÜËÇ Ä ÐÇÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ. ³ÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ�

n0
nph

�1=2
� 0:1; O0 � 1015 cÿ1; g0 � 108 cÿ1;

n0 �
�
O0

c

�3 g0�1ÿ g0�
128p2O0

� 104 cmÿ3;

ÕÑÅÆÂ, ÒÓËÐâÄ ÆÎâ ÑÙÇÐÍË, ÚÕÑ s0 � n
ÿ2=3
ph � 10ÿ4 ÔÏ2,

ÒÑÎÖÚËÏ v0 � 4ps0(n0nph)
1=2c � 1012 Ôÿ1. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËâ (16) ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

g0 � v0 � O0, (17)

ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÄÇÍÕÑÓ (15) Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ËÊÏÇÐÇÐËâ
D(tÿ z=c)91=v0 ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ

A�r; t� � A0 cos

�
O0

�
tÿ z

c
ÿ T

��
, (18)

ÅÆÇ

£ÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ×ÑÕÑÐÂ 757



A0 � �8p�hO0nph�1=2u0c
O0

; tÿ z

c
ÿ T > 0 .

±ÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÓÂÆËÖÔ-ÄÇÍÕÑÓÞ qm Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË xy ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐÞ Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË 1=S0, ÅÆÇ S!1,
ÄÞÚËÔÎËÏ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÖá ÄÇÎËÚËÐÖE 2.
³ ÖÚÇÕÑÏ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ

E �
XM
m�1

XLm

lm�1
Emlm ,

ÅÆÇ E Ë Emlm ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá (10), Õ. Ç.

Emlm � ÿ
1

c

qAmlm

qt
,

ÒÑÎÖÚËÏ

E 2�t; nph� � I1�t; nph� � I2�t; nph� ÿ I3�t; nph� . (19)

©ÆÇÔß

I1�t; nph� � lim
fLmg;T!1

�XM
m�1

XLm

lm�1
Emlm

�2
;

I2�t; nph� � lim
fLmg;T!1

XM
m�1

XLm

lm�1
E 2
mlm

;

I3�t; nph� � lim
fLmg;T!1

XM
m�1

XLm

lm�1
E

2

mlm
.

±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (5) Ë ÄÞÓÂÉÇÐËâ
(10) ë (15), ÆÎâ I1, I2, I3, ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÞØ ÒÑ ÒÇÓËÑÆÖ 2p=O0

ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÅÑ ÍÑÎÇÃÂÐËâ, ËÏÇÇÏ

I1�t; nph� � 2pI0�t; nph�anpha1,

I2�t; nph� � I0�t; nph�
�

O 2
0

c g0�1ÿ g0�
�
a2 ,

I3�t; nph� � 0 ,

ÅÆÇ

I0�t; nph� � 4pB 2
0 anph exp

�
ÿ g0�1ÿ g0�

�
tÿ z

c
ÿ T

��
;

a1 �
�

8pc 2

g 20 �1ÿ g0�2
�2

; a2 � pc 2

�g0�1ÿ g0��2
.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (19) ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ I1,
I2 Ë I3 Ë ÖÚËÕÞÄÂâ ×ÑÓÏÖÎÖ (12), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

E 2 � 4p�hO0nph

�
a 2nph
n0
� a
�

� exp

�
ÿ g0�1ÿ g0�

�
tÿ z

c
ÿ T

��
. (20)

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ×ËÊËÚÇÔÍË âÔÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË ×ÑÕÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ
E 2=4p ÍÂÍ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÂÃÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ×ÑÕÑÐÑÄ (a � 1), ÕÂÍ
Ë Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ (a� 1) ÆÑÎÉÐÂ ÎËÐÇÌÐÑ ÊÂÄËÔÇÕß
ÑÕ ÑÃÝÇÏÐÑÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ×ÑÕÑÐÑÄ nph, ÕÑ Ä (20) ÔÎÇÆÖÇÕ
ÒÑÎÑÉËÕß

a 2nph
n0
� a � 1. (21)

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (21) ÒÑÎÖÚÂÇÏ (ÔÏ. (12))

a � ÿ n0
2nph

�
��

n0
2nph

�2
� n0
nph

�1=2
.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË nph � n0 a � 1, Â ÒÓË nph � n0 a �
(n0=nph)

1=2.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÓÇÆÐââ ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË Ä ÒÑÕÑÍÇ

ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÆÄËÉÖÜËØÔâ ×ÑÕÑÐÑÄ

E
2

4p
� �hO0nph exp

�
ÿ g0�1ÿ g0�

�
tÿ z

c
ÿ T

��
Ë ÒÓË g0 � v0 ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË.

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÍÎÂÔÔËÚÐÑÔÕË
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (16) ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ä (20) ÑÔÐÑÄ-
ÐÑÌ ÄÍÎÂÆ ÆÂÇÕ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ I1(t, nph), ÍÑÕÑÓÑÇ, Ä ÔÄÑá ÑÚÇ-
ÓÇÆß, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÍÄÂÆÓÂÕ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ,
ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÌ Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (15) Ë
ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÞÌ ÒÑ ÒÇÓËÑÆÖ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÒÑÎâ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ O0.
±Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÖ àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÍÎÂÔÔËÚÐÑÔÕË
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÏÂÎÑÔÕË ÆËÔÒÇÓ-
ÔËË (Eÿ �E)2 � E 2.

±ÓËÎÑÉÇÐËÇ 1

µÚËÕÞÄÂâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÆÎâ ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÄÇÔÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÊÂ-
ÄËÔËÕ ÑÕ

u � 1

�h 2

ÿ
Dp 2

xR
2
x � Dp 2

y R
2
y � Dp 2

z R
2
z

�
,

ÅÆÇ

Dpx � 1

c
�hoa ~O sin yq cosjq; Dpy �

1

c
�hoa ~O sin yq sinjq;

Dpz � 1

c
�hoa ~O�1ÿ cosjq�

ë ÒÓÑÇÍÙËË ÐÂ ÑÔË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÓÂÊÐÑÔÕË ËÏÒÖÎßÔÑÄ cÿ1 �hoa

�~O�ez ÿ eq�; Rx, Ry, Rz ë ÒÓÑÇÍÙËË ÐÂ ÑÔË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ØÂ-
ÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÓÂÊÏÇÓÑÄ ÑÃÎÂÔÕË ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎ-
ÐÞ (3). ¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÚÕÑ Rx � Ry � Rz !1. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ,

u �
�
oa ~O
c

�2
�1ÿ cos yq�vaDR 2,

ÅÆÇ vaDR 2 � R 2, Â ÒÂÓÂÏÇÕÓ v!1, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ a Ë DR
ÍÑÐÇÚÐÞ.

£ÇÎËÚËÐÂ u ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ âÄÎâÇÕÔâ ÚËÔÎÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËÌ
ÆÎâ ÏÑÆÞ a, Õ. Ç. ÚËÔÎÑÏ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÍÎÇÕÑÍ Ä ×ÂÊÑÄÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÚÂÔÕß ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÄâÊÂÐÂ ÔÑ
Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÚÂÔÕßá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÛÂÓÑÄÑÅÑ ÔÇÍÕÑÓÂ Ô
ÖÅÎÑÏ yq. ±ÑÎÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÍÎÇÕÑÍ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÛÂÓÂ

N � u�yq � p� � 2

�
oa ~O
c

�2
R 2 !1.

£ÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ËÊ N ÍÎÇÕÑÍ m � lv� 1 ÍÎÇÕÑÍ
(0 < l <1) ÒÑÒÂÆÂÇÕ ÐÂ ÖÍÂÊÂÐÐÖá Ô×ÇÓËÚÇÔÍÖá ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß ÛÂÓÑÄÑÅÑ ÔÇÍÕÑÓÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ
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P

�
x <

1ÿ cos yq
2

�
� N !

�Nÿ lnÿ 1�!�ln�!

�
��1ÿcos yq�=2

0

dzz ln�1ÿ z�Nÿlnÿ1,

ÅÆÇ x < (1ÿ cos yq)=2 ë ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ.
±ÓÑÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÑ ÖÅÎÖ yq Ë ÖÚ-

ÕÇÏ, ÚÕÑ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÃÖÆÖÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÕß ËÐÕÇÓÇÔ ÎËÛß
ÖÅÎÞ yq ! 0 Ë ÚÕÑ N!1. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÚËÔÎÑ ÍÎÇÕÑÍ m
(ËÎË, ÚÕÑ ÕÑÉÇ ÔÂÏÑÇ, ÚËÔÎÑÏÑÆ a, ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ
ÑÆÐÑ×ÑÕÑÐÐÞÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÒÂÍÇÕ A(r, t)) ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ m Ë v âÄÎâáÕÔâ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÞÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÐÑÓÏÂÎßÐÞÏ ÊÂÍÑÐÑÏ. ´ÑÅÆÂ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÑÕ-
ÐÑÛÇÐËâ l � m=n ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ ¬ÑÛË

P�l� � 2a

p

ÿ
l2 � a 2

�ÿ1
.

±ÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ P(l), dP�x <
1=2(1ÿcos yq))=dyq Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÇÔÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá Poa (yq,
jq, l, v).

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (4) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÒÓË ÔÎÇÆÖáÜÇÌ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÆÇÌÔÕÄËÌ. £ÞÓÂÉÇÐËÇ (3) ÔÖÏÏËÓÖ-
ÇÕÔâ ÒÑ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâÏ s � 1, 2. ±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÕÔâ Ô ÐÂÌÆÇÐÐÑÌ ÄÇÔÑÄÑÌ×ÖÐÍÙËÇÌ ÒÑ ÖÅÎÂÏjq

Ë yq Ô ÖÚÇÕÑÏ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÄÇÍÕÑÓÑÄ ea ÑÕ ÖÅÎÑÄjq, yq. ¿ÕË
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÄÞÓÂÉÇÐËá, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÞ m � ln Ë v ÄØÑÆâÕ ÕÑÎßÍÑ Ä ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÖá ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕ-
ÓËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá, ËÏÇáÜÖá ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ v!1 ÄËÆ

1F1

�
1� ln; 1; ÿ r 2 sin2 yr

2DR 2av

�
�J0

��
l
a

�1=2
r sin yr

1

DR=
���
2
p
�

� J0

��
l
a

�1=2
ryr

DR=
���
2
p
�
,

ÅÆÇ J0 ë ×ÖÐÍÙËâ ¢ÇÔÔÇÎâ. ©ÂÕÇÏ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓË-
ÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ l, ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÔÒÇÍÕÓÖ ÚÂÔÕÑÕ
sl Ë, ÐÂÍÑÐÇÙ, ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÚÂÔÕÑÕÂÏ oa.

±ÓËÎÑÉÇÐËÇ 2

µÓÂÄÐÇÐËÇ (7) ÏÑÉÐÑ ÓÇÛÂÕß ÏÇÕÑÆÑÏ £ËÐÇÓÂ ë·ÑÒ-
×Â [7], ÑÆÐÂÍÑ ÇÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖ-

ÚËÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7) Ä
ÄËÆÇ

d2Aph

dt 2
� g�1ÿ g� dAph

dt
�
�
O 2 � g 2

2

�
1

2
ÿ g

��
Aph

� dK1

dt
Aph��0� � K1�t� dAph

dt

����
t��0
�
�1
0

dtK1�tÿ t�

�
�
d2Aph�t�

dt 2
� g

dAph�t�
dt 2

� O 2Aph�t�
�
; t > 0,

Aph��0� � gg
�1
0

K1�ÿt� 0�Aph�t�dt ,

ÅÆÇ Aph(� 0) � Aph(t � �0).
²ÇÛÇÐËÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

Ô ÖÚÇÕÑÏ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (5) Ë ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Aph�t� � Aph��0� exp

�
ÿ g
2
�1ÿ g�t

�

�
�

cosOt� O
gg

sinOt
�
; t > 0 .

¦ÔÎË ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ t� g=O 2, ÕÑ

Aph�t� � C exp

�
ÿ g
2
�1ÿ g�t

�
sinOt ,

ÅÆÇ C � Aph(� 0)O=gg. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÒÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ
àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ, ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (4) Ô ÖÚÇÕÑÏ (5) Ë (6) ÆÎâ
ÑÆÐÑ×ÑÕÑÐÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ×ÑÓÏÖÎÖ (9).
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