
«Квантовая электроника», 44, № 12 (2014) ke@sci.lebedev.ru – http://www.quantum-electron.ru 1109

1. Введение

Рассмотрим движение в монокристалле заряженной 
частицы (позитрона) с энергией E и импульсом p, направ-
ленным под малым углом q к кристаллографической пло-
скости. Если этот угол меньше так называемого угла 
Линдхарда qL [1], то частица в монокристалле движется в 
режиме каналирования. В продольном направлении по-
тенциал, ответственный за плоскостное каналирование, 
постоянен (непрерывный потенциал плоскости характе-
ризуется отсутствием зависимости от продольной коор-
динаты [2]), поэтому продольный импульс каналирован-
ной частицы сохраняется:

E E1 1 2 2& &w w+ = + , (1)

( )p k p k ck, ,z z z z1 1 2 2 1 2 1 2& & w+ = + = . (2)

Поперечная составляющая импульса положительно за-
ряженной частицы при таком движении в потенциале 
кристаллографических плоскостей квантуется: pn = pqn 
(pис.1) [2, 3]. 

Следует отметить, что квантованная энергия канали-
рованной частицы в сопутствующей системе координат 
(ССК), движущейся со скоростью V = E1/p1, зависит от 
энергии каналированной частицы в силу того, что потен-
циал Upl, создаваемый кристаллографическими плоско-
стями, зависит от энергии частицы: Upl = gU(x), где U(x) – 
потенциал плоскостей в лабораторной системе коорди-
нат, g – релятивистский фактор электрона.

Каналированная частица может совершать переходы 
между зонами поперечного движения, расположенными 
внутри ямы [2, 3].

Поперечное движение каналированной частицы ха-
рактеризуется ярко выраженным квантованным зонным 
энергетическим спектром. Зоны, лежащие глубоко в ямах, 
очень узкие, поэтому практически можно говорить о дис-
кретных уровнях в яме. Таким образом, в случае канали-
рованной частицы, движущейся в режиме плоскостного 
каналирования, будем иметь дело (в ССК) с «одномер-
ным» атомом, на спектр излучения которого существен-
но влияет эффект Доплера. Это позволяет утверждать, 
что для каналированных частиц могут иметь место из-
вестные в атомной физике разнообразные эффекты, в 
частности при взаимодействии с фотоном лазерного пуч-
ка возможно возникновение комбинационного (раманов-
ского) рассеяния (генерация кратных гармоник).

2. Кинематика комбинационного рассеяния 
фотона «связанным» каналированным 
позитроном

Основные характеристики комбинационного рассея-
ния могут быть получены путем анализа законов сохра-
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Рис.1. Энергетические зоны (уровни) (а) и коэффициенты населен-
ности уровней (б) для позитронов с энергией E1 = 28 МэВ в Si при 
нулевом угле влета относительно плоскости (110). Штриховая кри-
вая – параболический потенциал, штриховые горизонтальные ли-
нии – положение уровней в нем.
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нения энергии и продольного импульса. Предположим, 
что на монокристалл падает позитрон с импульсом p1 и 
энергией E1 и фотон с импульсом k1 и энергией w1 (будем 
полагать, если не оговорено особо, что ћ = c = 1). В ре-
зультате взаимодействия фотона с каналированным по-
зитроном испускается фотон с импульсом k2 и энергией 
w2, импульс и энергия позитрона в конечном состоянии 
принимают значения p2 и E2. Отметим, что при протека-
нии реакции в произвольном постоянном поле сохраня-
ется энергия системы (1). 

В продольном направлении потенциал, ответствен-
ный за каналирование положительно заряженной части-
цы, постоянен и система обладает определенным про-
дольным импульсом (2) (импульс фотона в среде равен 
k1, 2n(w), где n(w) – показатель преломления кристалла, 
который для простоты предполагаем равным единице).

Проанализируем соотношение (2), описывающее за-
кон сохранения продольного импульса. Согласно кине-
матике движения каналированного ультрарелятивист-
ского позитрона

2 ( ), ( )p p E p p p E p21zn n zm m1
2

1 1 2 2
2

2 2e e= - = - , (3)

где en( p1) и em( p2) – квантованные энергии поперечного 
движения в начальном и конечном состояниях.

C помощью (3) перепишем равенство (2) в виде

2 ( )cos E m E E1 0 1p n1
2 2

1w J e+ - -

 = ( )cos E m E E2p m2 2
2 2

2 2w J e+ - - , (4)

где J0 и J – углы между направлением распространения 
фотона и продольной осью до и после рассеяния соответ-
ственно; mp – масса покоя позитрона.

Рассмотрим наиболее интересный случай комбинаци-
онного рассеяния в условиях плоскостного каналирован-
ного движения положительно заряженных частиц (пози-
тронов) с энергиями E1, E2 >> w1, w2.

Поскольку полная энергия каналированной частицы 
много больше квантованной энергии ee поперечного дви-
жения, то в соотношении (4) можно разложить квадрат-
ные корни в ряд Тейлора. После разложения получим

( ) ( )cos cos2 1 01 2w w b w J w J- + -

 – [ ( ) ( )] 0E E2n m1b e e- = , (5)

где b = V/c.
Выражение (5) существенно упрощается в случае ком-

бинационного рассеяния «вперед», когда cosJ0 = 1 (т. е. 
J0 = 0) и cosJ = 1 (т. е. J = 0):

( ) (1 ) ( )m n2 1w w b b e e- - = - . (6)

Для ультрарелятивистского случая соотношение (6) 
можно переписать в виде

( ) 2 ( )
1

m n m n2 1
2w w

b

b
e e g e e- =

-
- = - . (7)

Если w2 = 2w1, то можно ожидать появления генерации 
второй гармоники при выполнении условия

( )21
2

m nw g e e= - . (8)

Предположим, что каналированный позитрон может 
совершать переходы между дискретными уровнями попе-
речного движения. Тогда частотный сдвиг и его зависи-
мость от энергии каналированной частицы в простейших 
случаях аппроксимации формы ямы могут быть найдены 
в явном виде. Для простоты предположим, что непрерыв-
ный потенциал плоскости представляет собой прямо-
угольную яму Кронига – Пенни. Следовательно,

m d
n

2 2

2
2

p
n

pe = , (9)

где n = 1, 2, 3, ...; d – расстояние между плоскостями.
При переходах между уровнями с фиксированными 

значениями (n, m) сдвиг частоты определяется соотноше-
нием

2 ( ) ( )
m d

m n E
p

pm n
2

3 2

2
2 2 2pw g e eD = - = - . (10)

Таким образом, сдвиг частоты растет квадратично с ро-
стом энергии каналированной частицы, и для em – en << mp 
всегда выполняется условие Dw << E.

При переходах между соседними уровнями (m = n + 1)

(2 1)
m d

n E
p
3 2

2
2pwD = + . (11)

Оценка для антистоксовой компоненты (n = 1) дает Dw ~ 
5g2 (в эВ).

3. Дифференциальное сечение 
комбинационного рассеяния фотона 
каналированным связанным позитроном

Предположим, что на монокристалл падает позитрон с 
импульсом p1 и энергией E1. В результате взаимодействия 
фотона с каналированным позитроном испускается фотон 
с импульсом k2 и энергией w2, импульс и энергия позитро-
на в конечном состоянии принимают значения p2 и E2. 

В системе координат, в которой начальный продоль-
ный импульс позитрона равен нулю, позитрон можно 
рассматривать как квантованный одномерный (в случае 
осевого каналирования – как двумерный) объект [2, 3]. В 
этой системе координат мы имеем дело с нерелятивист-
ским объектом, для которого амплитуда (сечение) рассея-
ния фотона связанной частицей хорошо известна [4, 5].

В связи с этим достаточно преобразовать амплитуду 
(сечение) рассеяния в лабораторную систему координат 
по простым правилам (см., напр., [6] (§ 3, с. 88 – 90)), учи-
тывая при этом, что квантовый объект, сопоставленный 
каналированному позитрону, обладает одномерным (плос-
костное каналирование) или двумерным (осевое канали-
рование) импульсом. 

Например, амплитуда упругого рассеяния вперед фо-
тона на каналированной частице

)'( )
|1 |

1
(

cos
f F

2

w
b q

b
w=

-

-
, (12)

где F(w' ) – амплитуда рассеяния в системе покоя (ССК) 
каналированной частицы; w' = (1 – bcos q) gw – частота 
фотона в ССК.

Рассмотрим рассеяние фотона с импульсом k1, энер-
гией w1 и поляризацией e1 позитроном с энергией e1n, на-
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ходящимся в состоянии с волновой функцией y1
(+)(x) = 

u1n(x)exp(– ie1nt). В результате рассеяния возникает фотон 
с импульсом k2, энергией w2 и поляризацией e2, позитрон 
переходит в состояние с энергией e2m и волновой функци-
ей y2

(+)(x) = u2m(x)exp(– ie2mt).
Используя стандартную технику фейнмановских диа-

грамм ([4], § 59), рассмотрим нерелятивистский случай, 
когда энергии фотонов малы по сравнению с энергией 
покоя позитрона, w1 << mp, w2 << mp, и значения энергии 
поперечного движения каналированного позитрона em2 и 
en1 мало отличаются от mp:

|en1 – mp| << mp,   |em2 – mp| << mp . (13)

Эти предположения позволяют существенно упро-
стить выражение для матричного элемента перехода:

2 [ ( ) ]exp iW k k x1 2 1 2pa w w=- -

 ´ 
| | | | | | | |s s s sxe xe xe xe2 1 2 1

s ss 1 1

2 1

1 2

1 2

e e w e e w- +
+

- -

* *

e o/  , (14)

где a – постоянная тонкой структуры.
Дифференциальное сечение комбинационного рассея-

ния связано с матричным элементом W соотношением

2 | | ( )
( )

d
d

W
k

2
2

1 1 2 2 3

3
2p d

p
s e w e w= + - -  . (15)

Устраняя d-функцию интегрированием по dw2, находим

d d1 2
3

2s w w W=

´ 
| | | | | | | |s s s sQe Qe Qe Qe2 1 2 1

s ss 1 1

2 1

1 2

1 2
2

e e w e e w- +
+

- -

* *
c m/ , (16)

где Q – дипольный момент ондулятора; W2 – телесный 
угол рассеяния фотона.

4. Резонансное рассеяния фотона 
каналированным позитроном

В выражение для матричного элемента (14) входит 
сумма по всем возбужденным состояниям ондулятора в 

ССК. Если энергия фотона w1 равна разности энергий 
одного из возбужденных состояний и основного состоя-
ния ондулятора, т. е. w1 = es – e1, то сечение рассеяния об-
ращается в бесконечность, что указывает на непримени-
мость полученного выражения при w1 = es – e1. Этот слу-
чай соответствует резонансу. Причина неприменимости 
формулы (14) вблизи резонанса заключается в том, что 
мы рассматривали ys

(+)(x) как волновые функции стацио-
нарных состояний, содержащих время в виде exp(– ie1st).

Между тем следует учитывать зонный характер энер-
гии поперечного движения и то, что возбужденные состо-
яния являются приближенно стационарными. Такие со-
стояния можно описывать как состояния с комплексной 
энергией, при этом волновые функции содержат время в 
виде exp[– i(es – iGs/2)t], где Gs – вещественная положитель-
ная величина (ширина уровня).

Следовательно, при частотах, близких к резонансной, 
в выражении (14) можно отбросить все слагаемые, кроме 
резонансного, и заменить в нем es на es – iGs/2. Таким об-
разом, получаем следующее выражение для амплитуды 
рассеяния:

2
/

| | | |

i
W

s sxe xe

2

2 1

s ss
1 2

1 1

2 1pa w w
e e w G

=
- - -

*

e o/  , (17)

где суммирование распространяется на все состояния с 
энергией es. Соответственно дифференциальное сечение 
рассеяния можно представить в виде

( ) /

| | | |
d d

s sQe Qe

4

2 1

s ss
1 2

3
2

1 1
2 2

2 1
2

s w w
e e w

W
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=
- - +
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