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1. Введение

Одним из наиболее ярких проявлений оптической не-
линейности среды при распространении в ней мощного 
излучения является филаментация лазерного пучка. В осно-
ве данного явления лежит светоиндуцированное измене-
ние показателя преломления среды, известное как опти-
ческий эффект Керра, которое приводит к самофокуси-
ровке пучка лазерного излучения [1]. Для наблюдения 
эффекта самофокусировки необходимо преодолеть есте-
ственную дифракцию пучка, приводящую к его расшире-
нию по мере распространения в среде. Это накладывает 
определенное пороговое условие на мощность излучения 
при заданной длине волны l. Например, для воздуха при 
нормальном давлении критическая мощность самофоку-
сировки Pc в области длин волн ~1 мкм составляет не-
сколько гигаватт. Исторически первым лазерным источ-
ником, способным генерировать импульсы излучения та-
кой мощности, стал фемтосекундный лазер на кристалле 
Ti : сапфира. Спектр генерации этого источника находит-
ся в ближнем ИК диапазоне и характеризуется несущей 
длиной волны l0 = 750 – 900 нм, а использование нелиней-
ных преобразователей частоты дало возможность осво-
ить видимый и УФ диапазоны. 

Титан-сапфировый лазер является основным инстру-
ментом исследователей вот уже около двадцати лет, чем и 
обусловлено то, что подавляющее большинство теорети-
ческих и расчетных работ по самофокусировке и фила-
ментации излучения выполнено именно для этого спек-
трального диапазона (см. обзоры [1 – 5]). В то же время 
прогресс в лазерной технологии привел к появлению ис-
точников импульсного излучения гига- и тераваттной 
мощности в более длинноволновой части спектра. Здесь 
отметим исследования [6], где впервые с помощью техни-
ки четырехволнового смешения была получена генерация 

вблизи 3 мкм, а также работу [7], в которой представлен 
твердотельный мультимиллиджоулевый субтераваттный 
лазер на l0 = 3.9 мкм.

Научный и практический интерес к средневолновому 
ИК диапазону лазерной генерации связан с открывающи-
мися перспективами в спектроскопии атмосферных газов 
и примесей [8], имеющих полосы поглощения в средней 
ИК области. Это получение экстремально широкополос-
ного источника когерентного излучения (ультрасупер-
континуума), простирающегося от УФ до средней ИК об-
ласти, в процессе нелинейной временной компрессии им-
пульсов [9], формирование протяженных плазменных 
каналов [10] для генерации излучения в терагерцевом ди-
апазоне частот и передачи электричества, а также ряд 
других приложений.

В этой связи многообещающей выглядит идея исполь-
зования излучения хорошо известного газового CO2-
лазера для наблюдения филаментации пучка и нелиней-
ных трансформаций его спектра [11] в длинноволновом 
окне прозрачности атмосферы с центром на l ~ 10 мкм 
[12]. В современных CO2-лазерах используются рабочие 
смеси СО2 – N2О – He под высоким давлением [13, 14], что 
позволяет существенно повысить мощность генерации 
таких источников до мультитераваттного уровня за счет 
укорочения импульса излучения до нескольких пикосе-
кунд [15] и даже сотен фемтосекунд [16]. Важным преиму-
ществом десятимикронного излучения является то, что 
при сравнительно небольшом поглощении в атмосфере,  
~0.1 км–1, вследствие квадратичного роста параметра Pc 
с увеличением длины волны излучения воздушная трасса 
способна без существенных потерь передавать лазерные 
импульсы мощностью до нескольких тераватт. При даль-
нейшем повышении мощности импульса реализуется са-
мофокусировка пучка и возникают нелинейные потери, 
связанные главным образом с ионизацией и оптическим 
пробоем воздуха.

К настоящему времени нам известны лишь несколько 
работ [11, 17], в которых представлены результаты теоре-
тического моделирования самофокусировки и филамен-
тации высокомощных УКИ десятимикронного диапазо-
на в воздухе. В данных работах установлены основные 
особенности взаимодействия тераваттного десятимик-
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рон ного излучения с газовой средой, а именно увеличение 
среднего сечения формирующихся при самофокусировке 
светового пучка филаментов и формирование аномально 
(в сравнении с видимым и ближним ИК диапазонами) 
протяженного плазменного канала. Причиной этого яв-
ляется то, что в поле излучения мощных импульсов CO2-
лазера изменяется сам характер ионизации среды. В от-
личие от преимущественно многофотонного поглощения 
в ближнем ИК диапазоне, ионизация молекул оптиче-
ским полем длинноволнового излучения проходит в ре-
жиме туннелирования связанных электронов. Кроме того, 
существенно возрастают «температура» образовавшейся 
лазерной плазмы и роль электронного каскада (ударной 
ионизации), что заметно сказывается на общей картине 
самовоздействия лазерного пучка.

Основной задачей настоящей работы является дальней-
шее развитие представленной в [11, 17] физической модели 
оптической нелинейности атмосферного воздуха в спек-
тральной области генерации CO2-лазера с l0 = 10.6 мкм. 
Нас интересовал диапазон достаточно высоких интен-
сивностей воздействующего излучения, порядка десятков 
тераватт на квадратный сантиметр, при которых в воз-
духе реализуются нелинейно-оптические эффекты само-
фокусировки, плазмообразования и филаментации. Этим 
обусловлен и выбор конкретных моделируемых параме-
тров воздуха, включающих в себя добавку к коэффициен-
ту преломления за счет кубической и высших нелинейно-
стей, а также комплексный коэффициент преломления, 
обусловленный ионизацией воздуха и образованием ла-
зерной плазмы. Последнему параметру в работе уделено 
наибольшее внимание, поскольку, как было отмечено выше, 
именно в динамике плазмообразования заключены основ-
ные отличия самовоздействия излучения выбранного 
оптического диапазона от филаментации излучения в хо-
рошо документированной ближней ИК области спектра.

2. Математическая формулировка задачи

Нелинейное распространение интенсивного оптическо-
го импульса в нелинейной среде моделируется на основе 
дифференциального уравнения для огибающей комплекс-
ного электрического поля оптической волны. Это соот-
ветствует скалярному приближению однонаправленного 
параксиального распространения светового пучка с мед-
ленно меняющейся (во времени) амплитудой импульса. В 
системе координат, изначально расположенной в центре 
временной огибающей светового импульса и движущейся 
вместе с ним с групповой скоростью
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где k – зависящее от частоты w волновое число (w0 – цен-
тральная частота волнового пакета), будем использовать 
следующий вид данного уравнения [5]:
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Здесь U(x, y, z; t) – медленно меняющаяся амплитуда; 2d=  – 
лапласиан по поперечным координатам; n0, alin – линей-

ные коэффициенты преломления и поглощения среды; 
k0 = 2p/l0; w ¶ ¶/k k2 2w=m  – дисперсия групповой скорости; 
Dn2 – кубическая нелинейность показателя преломления 
воздуха; Dn2q – коэффициенты при нелинейностях высших 
порядков; aN, Dnp – «плазменные» нелинейные коэффици-
енты поглощения и преломления света, связанные с про-
цессами фотоионизации и плазмообразования в среде. В 
уравнении (1), кроме линейных эффектов дифракции пуч-
ка и частотной дисперсии групповой скорости волнового 
пакета в среде, учитывается также нелинейная поляри-
зуемость среды в интенсивном оптическом поле, приво-
дящая к амплитудно-фазовой самомодуляции световой 
волны. Мы не рассматриваем здесь дисперсионные по-
правки к представленной модели распространения, свя-
занные с частотно-зависимой фокусировкой и самообо-
стрением временного фронта импульса излучения, что 
обычно учитывается введением дифференциального опе-
ратора (1 + iw0

–1∂/∂t) перед соответствующими слагаемы-
ми в уравнении (1) [3]. Основанием для этого является ма-
лость величины (w0tp)–1 на временной шкале, соответству-
ющей выбранному субпикосекундному диапазону дли-
тельностей tp лазерного импульса.

3. Эффект Керра и высшие нелинейности

Оптический эффект Керра описывает светоиндуциро-
ванное изменение Dn2 показателя преломления среды (не-
линейной восприимчивости) под действием лазерного 
излучения [18], пропорциональное квадрату амплитуды 
электрического поля волны с коэффициентом пропорци-
ональности n2: Dn2 = n2I, где I = |U |2e0c/2 – интенсивность 
(e0 – диэлектрическая проницаемость вакуума). Данный 
коэффициент в общем случае не является константой, а 
имеет временную зависимость, связанную с конечностью 
времени установления кубической поляризации вещества 
в результате ориентации дипольных моментов молекул 
вдоль вектора поля. По своей физической природе инер-
ционный эффект Керра является рамановским рассеяни-
ем спектральных компонент внутри светового импульса 
[19]. Для формализации временной зависимости n2(t) 
обычно используют модель среды как некоторого эффек-
тивного осциллятора с резонансной частотой wR и зату-
ханием GR [2], который возбуждается оптическим полем.

В результате полная функция кубического отклика 
среды на действие светового поля с учетом мгновенной 
(электронной) и инерционной (молекулярной) поляризу-
емостей представляется в виде
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и удельной долей инерционной части bR. Подгоночные 
параметры wR и GR в модели осциллятора выбираются 
исходя из типа среды и не зависят от w0. Для атмосфер-
ных газов удельная доля bR эффекта Рамана в кубической 
нелинейной поляризации в численных расчетах обычно 
составляет 0.5 [20], при этом wR = 20 ТГц, а GR = 14 ТГц 
[21]. Будем использовать данные значения и в десятими-
кронном спектральном диапазоне.
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При достаточно высокой интенсивности излучения не-
линейная поляризация среды перестает быть преимуще-
ственно кубической, и в ее разложении по полю возника-
ет необходимость учета последующих слагаемых с боль-
шими степенями. Фактически это приводит к насыщению 
эффективного коэффициента керровской нелинейности
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с ростом интенсивности или даже к его падению. Так, на-
пример, данные исследований, представленные в работе 
[22], показывают, что в атмосферных газах (азот, кисло-
род) для излучения с l0 = 0.8 мкм уже при I > 10 ТВт/см2 
становятся существенными поправки к нелинейной куби-
ческой диэлектрической восприимчивости вплоть до 9-го 
порядка. Отметим, что здесь мы не рассматриваем случай 
взаимодействия среды с высокоинтенсивными предельно 
короткими лазерными импульсами (единицы фемтосе-
кунд), когда само использование квантовой теории воз-
мущений и, следовательно, стандартной модели пред-
ставления нелинейного отклика среды в форме разложе-
ния поляризации по степеням приложенного оптического 
поля становится спорным [23].

Эмпирические данные по коэффициентам оптической 
нелинейности воздуха в спектральном диапазоне излуче-
ния CO2-лазера в литературе отсутствуют. Более того, даже 
для широко используемого излучения титан-сапфирово-
го лазера (800 нм) разброс экспериментальных значений 
n2 составляет (1.2 – 5.57) ´ 10–19 см2/Вт [24]. Поэтому для 
выяснения поведения функции n2(w) необходимо идти пу-
тем построения приближенных дисперсионных формул на 
основе массива известных экспериментальных величин 
n2, измеренных для дискретного набора длин волн лазер-
ного излучения, и теоретических моделей нелинейной по-
ляризуемости газовой среды [24, 25].

Так, авторами [24] предложен квадратичный тип зави-
симости коэффициента кубической нелинейности возду-
ха от длины волны излучения l:

( ) /n A B2 2 2
2l l= + , (3)

где A2 = 3.00585 ´ 10–19 см2/Вт; B2 = 6.37078 ´ 105; l изме-
ряется в нанометрах.

Другой подход к построению дисперсионной зависи-
мости n2 применен в [25], где использована так называе-
мая обобщенная формула Миллера:
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Здесь q = 1, . . . , Q. Данное выражение является обобщени-
ем правила Миллера [26] для квадратичной нелинейной 
поляризуемости на нелинейную восприимчивость веще-
ства произвольного порядка и позволяет по известному 

нелинейному коэффициенту n2q(w1) на некоторой частоте 
w1 и по известной дисперсии линейного коэффициента 
преломления среды n0(w) рассчитать значение соответ-
ствующего нелинейного коэффициента в интересующем 
спектральном диапазоне.

Дисперсия линейного показателя преломления n0(w) 
может быть рассчитана по соотношению, аналогичному 
формуле Селлмейера для воздуха. Так, например, для ат-
мосферных газов N2 и O2 известны следующие дисперси-
онные зависимости [25]:
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где l измеряется в микрометрах. Таким образом, если взять 
за основу усредненные по известным экспериментальным 
данным значения коэффициентов n2q, например для азота 
на w1 = (2pc/l1), где l1 = 0.8 мкм, то согласно приведен-
ным выражениям получим искомые значения соответ-
ствующих нелинейных коэффициентов для l0 = 10.6 мкм. 
Рассчитанные таким образом величины приведены в 
табл.1, из которой следует, что значения коэффициента n2 
на длине волны 10.6 мкм, даваемые формулами (3) и (4), 
оказываются достаточно близкими, а сама оптическая 
«сила» кубической нелинейности и нелинейностей среды 
высших порядков в среднем ИК диапазоне лишь незначи-
тельно слабее, чем в частотной области генерации титан-
сапфирового лазера.

4. Ионизация и плазмообразование

В общем случае ионизация среды под действием до-
статочно короткого (сотни фемтосекунд – единицы пи ко-
секунд) лазерного импульса может быть разделена на два 
основных типа: полевая, т. е. с непосредственным участи-
ем фотонов оптического поля, и столкновительная, или 
ударная, когда новые свободные электроны образуются в 
результате столкновений атомов или молекул с уже образо-
ванными ранее электронами плазмы (или друг с другом).

Полевая ионизация атомов газа характерна для до-
статочно высоких интенсивностей воздействующего на 
среду излучения и может носить характер многофотон-
ной (МФИ) либо туннельной ионизации [28]. 

Граница между режимами многофотонной и туннель-
ной ионизации дается так называемым адиабатическим 
параметром (параметр Келдыша) [2, 3]: /E 2i i pg e= , где 
Ei – потенциал ионизации нейтральной частицы; ep = 
e2|U |2 (4mew0

2 )–1 – пондеромоторная энергия электрона в 
световом поле с напряженностью U (e, me – заряд и масса 
электрона соответственно). При gi >> 1 фотоионизация 
атома происходит в многофотонном режиме, а при gi << 1 
– в туннельном.

Табл.1. Параметры оптической модели воздуха для l0 = 0.8 и 10.6 мкм.

l0 (мкм) (n0 – 1) ´ 104,
расчет по (5)

kwm (фс/см),
расчет по (5)

n2 (см2/Вт),
расчет по (3), (4)

n4 (см4/Вт2),
расчет по (4)

n6 (см6/Вт3),
расчет по (4)

n8 (см8/Вт4),
расчет по (4)

0.8 2.704 (для N2) 0.15 (для N2)
3.0 ´ 10–19 [27]
4.0 ´ 10–19 [24]

–1.5 ´ 10–33 [25] 2.1 ´ 10–46 [25] –0.8 ´ 10–59 [25]

10.6 2.679 0.014 2.89 ´ 10–19

3.0 ´ 10–19 [24]
–1.44 ´ 10–33 1.94 ´ 10–46 –0.72 ´ 10–59
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Энергия кванта излучения уменьшается пропорцио-
нально увеличению длины волны, и для осуществления 
МФИ в среднем ИК диапазоне излучением CO2-лазера 
атомам, например, кислорода с потенциалом ионизации 
12.1 эВ необходимо одновременно поглотить более сотни 
квантов света. Очевидно, что вероятность такого собы-
тия стремится к нулю. Поэтому для  l0 = 10.6 мкм иониза-
ция воздуха оптическим полем будет носить туннельный 
характер, о чем также свидетельствует параметр Келдыша 
gi, который остается меньшим единицы вплоть до лазер-
ных интенсивностей 1014 Вт/см2.

При ударном типе ионизации атомов затравочные 
свободные электроны, всегда присутствующие в среде (с 
концентрацией ~104 см–3), набирают энергию в электро-
магнитном поле и при столкновении с нейтральными 
атомами могут их ионизовать. Очевидно, что такой тип 
ионизации требует, во-первых, наличия определенного 
количества свободных электронов в среде и, во-вторых, 
достаточно сильного взаимодействия свободного элек-
трона с волной, чтобы за время между соударениями с 
атомами успеть набрать среднюю энергию 

2

( )
| |

m
e U

2
e

ce 0 0
2 2

2

e
e w n

=
+

(nc – эффективная частота столкновений), превышающую 
потенциал ионизации атома, т. е. должно выполняться 
условие ee > Ei (многоквантовая ионизация здесь не рас-
сматривается).

Скорость увеличения энергии свободного электрона 
определяется величиной сечения процесса тормозного по-
глощения sc:

 
( )cm
e

c
e c

c

0
2 2

2

s
e w n

n
=

+
. (6)

Видно, что при условии w >> nc, которое выполняется в 
воздухе для излучения вплоть до дальнего ИК диапазона, 
sc обратно пропорционально квадрату частоты лазерно-
го излучения w. Расчет параметра sc в случае эффектив-
ной частоты столкновений электронов в воздухе при нор-
мальном давлении nc = 3 ´ 1012 Гц [29] дает sc = 5.5 ´ 10–20 
см–2 для l0 = 0.8 мкм и более чем на два порядка большее 
значение sc = 9.7 ´ 10–18 см–2 для l0 = 10.6 мкм. Следо-
вательно, для излучения в среднем ИК диапазоне роль 
ударной ионизации среды возрастает, и, как будет пока-
зано, частота образования свободных электронов вслед-
ствие столкновений в ряде случаев может превышать ско-
рость прибыли электронов за счет туннелирования, не 
говоря уже о механизме МФИ. 

Эволюция плотности свободных электронов re в каж-
дой точке среды в лазерном пучке подчиняется следую-
щему уравнению:

¶
¶

( ) ( ) ( )
t

W Ie
nt e i att r d eI

r
r r n n n n r= - + - - - , (7)

где WI (I) – скорость фотоионизации среды (полевой ио-
низации); ni, natt, nr, nd – эффективные частоты ударной ио-
низации, присоединения, рекомбинации и диффузионно-
го ухода соответственно; rnt – плотность нейтральных 
атомов (молекул).

Для вычисления скорости полевой ионизации WI ато-
ма в широком диапазоне интенсивностей излучения и 

длин волн общепринятым является использование моде-
ли Переломова – Попова – Терентьева (ППТ) [30], форму-
лировка которой в удобном для расчетов виде приведена, 
например, в [3]. Расчет скорости ионизации по модели ППТ, 
как правило, не вызывает затруднений, пока параметр 
адиабатичности  gi  ³ 1. В режиме туннельной ионизации, 
когда gi << 1, ряды по степеням (gi)–1, которые присутству-
ют в выражении для вероятности процесса, становятся 
слабо сходящимися. Поэтому здесь целесообразно ис-
пользовать формулы, развитые в теории туннельной ио-
низации вещества [31].

Ионизация атомов и молекул электронным ударом 
проходит по схеме e + A ® 2e + A* с образованием из 
одного «горячего» электрона пары более «холодных». 
Средняя по спектру скорость каскадной ионизации ni в 
общем виде выражается через сечение ионизации атома si 
ударом электрона и тепловую скорость поступательного 
движения (скорость дрейфа) электрона u: nt ,i iG Hn r us= =l  
где угловые скобки обозначают усреднение по энергети-
ческому спектру электронов; nt ( )nt er r r= -l  – мгновен-
ная плотность нейтральных атомов в среде.

Эмпирическая информация о зависимости частоты и 
сечения ударной ионизации атмосферных газов от энер-
гии (энергетической температуры) электронов представ-
лена в многочисленных источниках (см., напр., [29, 32, 33]), 
из которых явственно следует, что поведение функции 
ni(ee) немонотонно. Она имеет участок роста, связанный с 
увеличением скорости дрейфа электронов u ~ ee , и уча-
сток спада, обусловленный уменьшением сечения столкно-
вений si высокоэнергетичных электронов с нейтральны-
ми атомами. По понятным причинам удобно иметь ана-
литическую зависимость ni(ee), которая бы «работала» в 
интересующем нас диапазоне энергий электронов, т. е. до 
ee » 1кэВ, а следовательно, в определенном интервале ин-
тенсивностей и временных длительностей светового им-
пульса. Для этого, как понятно из предыдущего анализа, 
необходимо знать точный вид энергетического спектра 
свободных электронов, находящихся в переменном элек-
трическом поле, в каждый момент времени.

Расчет функции распределения электронов по скоро-
стям f (u, t) является нетривиальной задачей и требует ре-
шения кинетического уравнения Больцмана для энерге-
тического спектра электронов плазмы с учетом всех ис-
точников и стоков энергии электронов [29]. В принципе, 
существуют специальные программные пакеты с публич-
ным доступом, позволяющие провести подобные расче-
ты, такие, например, как в [34]. Однако в дальнейшем 
примем традиционную гипотезу о стационарном во вре-
мени максвелловском спектре энергии электронов f (u, t). 
Такое приближение в рассматриваемой ситуации вполне 
оправданно, поскольку время установления стационар-
ного распределения электронов по тепловым скоростям 
tc = 1/nc определяется частотой nc актов столкновения без 
изменения энергии (упругие электрон-электрон ные и 
электрон-атомные столкновения) и в воздухе при атмос-
ферном давлении составляет несколько сотен фемтосе-
кунд [29, 35]. Это существенно меньше среднего времени, 
требуемого для изменения энергии электрона в неупругих 
столкновениях, в основном при ударной ионизации моле-
кул и столкновительной рекомбинации ионов, которое, 
как будет показано ниже, находится на пикосекундной 
временной шкале [32, 36].

Таким образом, для лазерной плазмы, создаваемой 
импульсом с длительностью tp > tc, примем максвеллов-
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ский закон распределения свободных электронов по ско-
ростям,

( ) expf
k T
m

k T
m

2 2
/

e
B e

e

B e

e3 2 2

pu r u
= -` cj m, (8)

с нормировкой

3

4 ( ) df e
0

2p u u u r=y .

Здесь Te = 2ee /(3kB) – электронная температура; kB – по-
стоянная Больцмана. Перейдя в (8) к энергетической пе-
ременной, получим
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Далее воспользуемся эмпирической формулой Лотца 
[37] для энергетической зависимости si(e) сечения удар-
ной ионизации:

( ) lnC
*

*
i 1s e

e
e

= , (10)

где e* = ec /Ei, а C1 – константа подгонки под эксперимен-
тальные данные. Подставив (10) в (9), получим

, 2 ,Ei Ei
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1
1G Hus

x x= =c cm m,

где xe = 2ee /(3Ei) µ gi
–2 – приведенная энергия электрона; 

Ei(1, x) – интегральная показательная функция [38]. 
Окончательно средняя по спектру скорость каскадной ио-
низации

2( ) EiCG Hus r r= - ,
m
E6 1 1i nt i nt e
e e

i

e
1n r

x x= l c m

	 ( ) .R g1i
nt

e
er

r
x= -c m 	 (11)

Здесь ( ) 1/ (1,1/ )Eig e e e/x x x ; 2 6 /R C E mi nt i e1r=  – пико-
вая скорость однократной ударной ионизации газа (в об-
ратных секундах). Согласно доступным эксперименталь-
ным данным о сечениях ударной ионизации атмосферных 
газов [33] C1 =1.43 ´ 10–15 см2 для азота и 0.98 ´ 10–15 см2 
для кислорода. Соответственно предельная скорость ио-
низации Ri » 1.46 ´ 1013 с–1 для азота ( rnt N2

 = 2 ´ 1019 см–3) 
и Ri » 3.38 ´ 1012 с–1 для кислорода ( rnt O2

 = 0.5 ´ 1019 см–3).
В качестве иллюстрации на рис.1 приведены зависи-

мости параметров si и ni /Ri для молекулярного азота (N2) 
от энергии соударяющегося с ним электрона. Видно, что 
частота ударной ионизации испытывает квазилинейный 
рост в области xe << 1, т. е. там же, где реализуется ре-
жим многофотонной ионизации атомов полем (gi >> 1, 
gi ~ xe

–1), и достигает максимума при примерно десяти-
кратном превышении кинетической энергии электрона над 
порогом ионизации атома. В дальнейшем с ростом ee ско-
рость ударной ионизации снижается, как и сечение иони-
зации si.

Определенным неудобством практического использо-
вания полученной формулы (11) при моделировании вре-
менной динамики плотности электронов плазмы в канале 

светового пучка является то, что для расчета частоты ио-
низации необходимо знать среднюю энергию электрона 
ee, которая сама изменяется во времени (см. ниже). По-
этому при описании филаментации ультракороткого ла-
зерного излучения широко используется приближение 
плазмы Друде [2]. В этом приближении не учитывается 
распределение свободных электронов по скоростям, а рас-
сматриваются некоторые «средние» по кинетической энер-
гии электроны со средним постоянным временем пробега 
tc между столкновениями. При этом частота ионизации 
атома электронным ударом nid здесь линейно зависит от 
интенсивности световой волны и сечения столкновений:

( , )
E

I tr
id

i

cn
s

= , (12)

где параметр sc представлен выражением (6).
Аналогичное по структуре выражение можно полу-

чить и из полуэмпирической формулы (11), если восполь-
зоваться асимптотикой интегральной показательной функ-
ции для больших значений аргумента: Ei(1, x) µ ln(1 + 1/ x) 
при x = 1/xe >> 1. Это дает частоту ударной ионизации 
nid » Riee /Ei. Следовательно, можно сказать, что прибли-
жение Друде адекватно описывает реальный процесс ио-
низации среды электронным ударом только в том случае, 
если средняя кинетическая энергия электронов мала по 
сравнению с потенциалом ионизации атома или молеку-
лы. Этот парадоксальный вывод, как отмечено в [29], есть 
прямое следствие неучета разброса электронов по энер-
гиям, когда вероятность ионизации атома ударом в сред-
нем «холодного» электрона (ee  < Ei) также будет ненуле-

Рис.1. Зависимости сечения si (по данным [30]) от энергии электро-
на ee (а) и нормированной частоты ni /Ri ударной ионизации азота 
от приведенной энергии электрона xe (1 – расчет по (11), 2 – модель 
Друде (12), 3 – модель Друде с коррекцией (13)) (б).
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вой за счет наличия «горячих» электронов (ee > Ei) в хво-
сте реального энергетического спектра.

Приближенно поправку к вероятности ударной иони-
зации атома вследствие разброса электронов по скоро-
стям можно учесть введением в (12) эффективного потен-
циала ионизации Ei

* = Ei + ee для электрона с кинетиче-
ской энергией ee [31]. Тогда скорректированная на спектр 
электронов частота ударной ионизации nidc примет следу-
ющий вид:

( , )
E
I tr

idc
i e

cn e
s

=
+

, (13)

где, напомним, частота упругих столкновений электрона 
nc = tc

–1 предполагается независимой от ee. Из данного вы-
ражения следует, что если свободный электрон обладает 
средней кинетической энергией, сравнимой или много 
большей потенциала ионизации атома, то частота удар-
ной ионизации будет ограничена и приближенно равна 
частоте этих столкновений: nidc µ nc (1 + Ei /ee)–1 ~ nc. В про-
тивоположной ситуации (низкоэнергетичные электроны) 
вероятность ударной ионизации существенно меньше и 
возрастает прямо пропорционально скорости набора 
энергии электроном за время между столкновениями, т. е. 
пропорционально интенсивности светового поля: nidc µ I.

Рассчитанные по (12) и (13) зависимости для частот 
ударной ионизации молекулы азота также построены на 
рис.1,б. Как следует из данного рисунка, при ee << Ei вы-
ражения (11) – (13) дают близкие результаты, что под-
тверждает справедливость приближения Друде для «хо-
лодных» электронов. Однако, начиная с энергий элект-
рона ee ³ 0.1Ei, модель Друде (12) дает существенное 
завышение частоты ионизации. В то же время скорректи-
рованная на энергию электрона модель (13) верно следует 
полуэмпирической скорости ионизации (11) вплоть до 
энергий ee » 10Ei, что, например, для молекулы N2 состав-
ляет около 150 эВ. Даль нейшее уменьшение частоты удар-
ной ионизации при увеличении энергии сталкивающихся 
электронов не описывается ни одной из приближенных 
моделей. Вместе с тем, на практике «разогреть» свобод-
ные электроны до температур в сотни электронвольт спо-
собен не всякий лазерный импульс. Кроме того, сам темп 
спадания зависимости ni(ee) для «горячих» электронов не-
высок и пропорционален ee

–1/2. Поэтому в большинстве 
практических ситуаций, реализующихся при расчетах эво-
люции плазменной области в канале лазерного пучка, 
оказывается вполне достаточным использование упро-
щенной модели ударной ионизации (13).

Для вычисления параметра ni необходимо знать дина-
мику средней энергии свободного электрона. Электрон 
приобретает энергию, взаимодействуя с полем лазерного 
импульса, а теряет ее при столкновениях с тяжелыми части-
цами. Следуя данной логике, запишем уравнение для элек-
тронной температуры Te [35]:

¶
¶ ( ) ( ) 2
t
T

k
I t M

m T T
k3

2 2
3

e

B
c

e
c e n i

B

ids n n e
= - - -

 ( ) ( )m
k T

k T
E T T

3
2

eV nt e
e

B e

B e

V
e ns r r- - - . (14)

Здесь nc = nei + nen – эффективная частота передачи энергии 
при упругих электрон-ионных (nei) и электрон-нейтраль-

ных (nen) столкновениях; dei = min{ee, Ei} – доля энергии 
электрона, затрачиваемая на ионизацию атома; M – мас-
са молекулы; Tn – температура нейтральных частиц и ио-
нов; EV – энергия резонансного (низшего) колебательно-
го уровня молекулы вещества (0.29 эВ – N2, 0.2 эВ – O2 
[29]); seV – сечение возбуждения молекул ударом (зависит 
от энергии электрона). Первое слагаемое в правой части 
уравнения (14) описывает приобретение электронами 
энергии в оптическом поле за счет обратнотормозного 
поглощения, второе и последующие слагаемые дают по-
тери энергии электронов в результате упругих столкнове-
ний с ионами и нейтральными частицами, а также за счет 
ионизации и возбуждения колебательных степеней свобо-
ды нейтральных атомов/молекул.

Оценим слагаемые в (14) по порядку величины. При 
типичном значении интенсивности в части светового пуч-
ка, испытавшей филаментацию, I » 10 ТВт/см2, скорость 
(¶Te /¶t)max увеличения температуры электронов равна 1017 
и 1019 К/с в ближнем (0.8 мкм) и среднем (10.6 мкм) ИК 
диапазонах соответственно. При этом потери энергии 
электронов на ионизацию нейтральных частиц могут при-
вести охлаждению электронов с максимальными скоро-
стями 1016 – 1018 К/с, если выбрать модель (13) для частоты 
ионизации. Максимальная скорость охлаждения электро-
нов за счет упругих столкновений составляет ~1015 К/с, 
если следовать гипотезе nc(ee) = const (nc = 3 ТГц [29]), что 
соответствует приближению максвелловского спектра 
скоростей электронов. Охлаждение за счет возбуждения 
резонансных колебательных уровней молекул составляет 
1013 – 1015 К/с в исследуемом диапазоне энергий электро-
нов и при seV ~ 10–16 см2 [32].

Из приведенных выше оценок можно сделать вывод о 
том, что охлаждение электронов за счет упругих столкно-
вений с тяжелыми частицами и возбуждения молекуляр-
ных колебаний в (14) можно не учитывать, по крайней 
мере для пикосекундных времен и короче. Единственным 
действенным фактором, понижающим энергию электро-
нов, являются потери на ударную ионизацию. Таким об-
разом, уравнение энергетического баланса (14) упрощает-
ся до двух слагаемых в правой части:
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Основными физическими процессами, приводящими к 
снижению числа электронов в газовой плазме, созданной 
лазерным пучком, являются рекомбинация, присоедине-
ние и диффузия электронов. В эволюционном уравнении 
(7) это учтено соответствующими скоростными коэффи-
циентами. Однако на рассматриваемой здесь временной 
шкале взаимодействия излучения с веществом, охватыва-
ющей ~10 пc, данные процессы не успевают существенно 
проявиться.

Действительно, присоединение (прилипание) электро-
нов к нейтральным молекулам и ионам атмосферных га-
зов, прежде всего к кислороду и азоту, характеризуется 
скоростным коэффициентом ~10–30 см6/с [29]. В соответ-
ствии с этим характерное время прилипания электронов в 
тройных столкновениях с молекулами, например по схеме 
e + O2  + N2 ® O2

– + N2, составляет ~10–8 с. С увеличением 
энергии свободных электронов скорость процесса прили-
пания резко падает, поскольку быстрые электроны про-
скакивают опасную с точки зрения кулоновского взаимо-
действия с молекулой энергетическую зону.
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Рекомбинация свободных электронов также уменьша-
ет их число и, как правило, сопровождается высвечивани-
ем кванта энергии. Основные механизмы рекомбинации 
для воздуха при атмосферном давлении и пикосекундной 
временной шкалы – это тройная (трехчастичная) и дис-
социативная рекомбинации, протекающие по схемам e + 
O2

+ + e ® e + O2 и e + O2
+ ® O* + O* соответственно. Таким 

образом, эффективная частота рекомбинации nr в уравне-
нии (7) является суммой частот тройной (nr3) и диссоциа-
тивной (nrd) рекомбинаций: nr = nr3 + nrd. Скорость элек-
тронной рекомбинации сильно зависит от электронной 
температуры плазмы.

В случае тройной рекомбинации частота nr3 имеет 
следующую эмпирическую зависимость от электронной 
температуры Te [29] (при условии квазинейтральности 
плазмы):

nr3 = re
2 ´ 1.17 ´ 10–20(300/Te)9/2 , 

где плотность электронов берется в см–3, а температура – 
в градусах Кельвина. Диссоциативный тип рекомбина-
ции молекулярного иона и свободного электрона приво-
дит к распаду иона при поглощении свободного электро-
на и к появлению двух нейтральных возбужденных ато-
мов. Эмпирические выражения для этого типа рекомби-
нации имеют вид [39]

nrd(O2
+) = re ´ 2 ´ 10–7 (300/Te),

nrd(N2
+) = re ´ 2 ´ 10–7 (300/Te)0.5.

На рис.2 построены зависимости коэффициентов ре-
комбинации br3 = nr3 /re и brd = nrd /re для азота и кислоро-
да при атмосферном давлении от электронной темпера-
туры. Видно, что характерное время рекомбинации плаз-
мы с типичной плотностью электронов re = 1016 см–3 
составляет tr = 1/nr ~ 10–12 с в ближнем ИК диапазоне длин 
волн при средней энергии электронов ee » 0.1 эВ и обу-
словлено преимущественно тройными столкновениями 
частиц. В среднем ИК диапазоне для быстрых электронов 
(ee » 100 эВ) превалирует диссоциативный тип реком-
бинации с ионами азота, что дает характерное время tr ~ 
10–8 с. Другими словами, в интересующей нас области 

спектра рекомбинационные потери свободных электро-
нов из плазменной колонки можно не учитывать.

Последний канал убыли числа электронов связан с их 
диффузией из области, занятой лазерным пучком. Диффу-
зионный уход свободных электронов в балансном урав-
нении (7) учтен средней скоростью диффузионных потерь 
nd. Как правило, хорошим приближением для лазерной 
плазмы является nd » De /L2, где De – коэффициент диффу-
зии электронов (свободной, или амбиполярной), а L – ха-
рактерная диффузионная длина. Этот масштаб в случае 
цилиндрической геометрии плазменной колонки записы-
вается в следующем виде [29]: 

1/L2 = (2.4/Rp)2 + (p/Lp)2,

где Rp и Lp – радиус и длина «плазменного цилиндра». 
Поскольку обычно в плазменной колонке, сопровождаю-
щей филамент, выполняется условие Lp >> Rp, то можно 
считать, что характерное время жизни электрона в выде-
ленном объеме среды td = 1/nd » (Rp

2/5.76De). Оценивая 
данное время для плазменной колонки со средним разме-
ром Rp = 1 мм и считая диффузию электронов свободной, 
т. е. De = 103 см2/с, получаем td » 2 ´ 10–10 с, что находится 
за пределами рассматриваемого диапазона времен.

Таким образом, вместо (7) можно использовать уко-
роченное уравнение для плотности свободных электро-
нов, справедливое для существующей в интервале ~10 пс 
воздушной плазмы атмосферного давления:

¶
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где ni дается выражением (11), (12) или (13). Здесь первое 
слагаемое в правой части учитывает полевой тип иониза-
ции среды, а второе – ионизацию электронным ударом. 
Относительный вес каждого из типов ионизации зависит 
от ряда факторов, среди которых основными являются 
энергия кванта излучения 'w, его интенсивность I и сече-
ние ударной ионизации si.

На рис.3 приведены результаты решения уравнений 
(7) и (15) в приближении заданного поля при воздействии 
на атмосферный азот ( rnt =2 ´ 1019 см–3, Ei = 15.6 эВ) мо-
дельного гауссова импульса излучения с длительностью 
(по уровню 1/e) tp = 1 пс (центр импульса соответствует 
t = 3tp) и пиковой интенсивностью I0 = 30 ТВт/см2. На 
рис.4 демонстрируются результаты сравнения динамики 
концентрации и температуры электронов в поле УКИ ла-
зерного излучения в ближнем и среднем ИК диапазонах 
при различных длительностях импульсов.

Различие в рассмотренных моделях ударной иониза-
ции молекул газа наглядно прослеживается на рис.3,а, где 
приведены скорости рождения свободных электронов Q º 
¶re /¶t под действием только полевой (QW = WI (I )(  rnt – 
re )) или только столкновительной (Qi = ni  re) ионизации. 
Аналогично введена и скорость убыли электронов в ре-
зультате рекомбинации: Qr = nr  re. Видно, что в модели 
«холодных» электронов (12) существенно переоценивает-
ся скорость роста электронной концентрации; это приво-
дит к быстрой ионизации практически всех нейтральных 
молекул газа еще на переднем фронте лазерного импуль-
са (см. рис.3,б). Здесь пик Qi при t » 2.1 пс, как и снижение 
скорости ионизации согласно полуэмпирической модели 
(11) при t » 5.5 пс, связан с процессом рекомбинации 
электронов.

Рис.2. Зависимости скоростных коэффициентов диссоциативной 
(1 – кислород, 2 – азот) и тройной (3, 4) рекомбинации электронов 
в воздухе от электронной температуры при re =1016 (3) и 1018 см–3 (4).
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Модель Друде с коррекцией на среднюю энергию элек-
тронов (13) дает верную динамику процесса развития плаз-
мы, т. е. динамику, совпадающую с моделью (11) фактиче-
ски на всем переднем фронте импульса излучения. Затем, 
согласно этой модели, при «нагреве» электронов до темпе-
ратур порядка потенциала ионизации азота, Te ³ (2/3kB) Ei 
(рис.4,а), продуктивность ионизации газа падает (Qi ~ ee

–1), 
а электронная концентрация выходит на насыщение (см. 
рис.3,б). В то же время в рамках полуэмпирической моде-
ли (11) скорость рождения электронов продолжает воз-
растать пропорционально росту плотности плазмы re не-
смотря на наблюдающееся на рис.1,а уменьшение сечения 
ударной ионизации с ростом энергии электронов.

Основное отличие динамики ионизации молекул «хо-
лодными» и «горячими» электронами заключается в том, 
что в первом случае свободный электрон за время между 
соударениями с атомами tc успевает набрать энергию по-

рядка потенциала ионизации нейтральной частицы Ei, 
чтобы освободить новый электрон. Образующаяся пара 
электронов имеет почти нулевую температуру и вынуж-
дена снова набирать энергию и «нагреваться» в поле 
оптической волны. Поэтому в такой ситуации вероят-
ность (частота) ударной ионизации следует за интенсив-
ностью лазерного импульса, повторяя его профиль.

В случае, когда свободные электроны между столкно-
вениями способны набрать большую, существенно пре-
вышающую Ei, кинетическую энергию, развитие элек-
тронной лавины уже не связано с конкретным профилем 
интенсивности лазерного импульса, и в принципе удар-
ная ионизация газа уже «горячими» электронами может 
идти и без наличия оптического поля. Эта ситуация хоро-
шо видна на рис.3,б из сравнения динамики концентра-
ции свободных электронов, рассчитанной по моделям 
(11) и (13). Первоначальная электронная «затравка» обе-

Рис.3. Временная динамика скоростей ударной ионизации Qi (1 – 3), полевой ионизации QW (4) и суммарных рекомбинационных потерь 
Qr (5) (а), а также электронной концентрации для различных моделей ионизации (1 – расчет по (11), 2 – модель Друде (12), 3 – модель 
Друде с коррекцией (13)) (б). Серые области – профили лазерного импульса.

Рис.4. Зависимости концентрации плазменных электронов (а, б) и электронной температуры (в, г) от времени при воздействии лазерного 
импульса на длинах волн l0 = 0.8 (1) и 10.6 мкм (2) c tp = 1 (а, в) и 0.1 пс (б, г).



823Модель оптической нелинейности воздуха в среднем ИК диапазоне длин волн

спечивается прямой полевой (туннельной) ионизацией 
молекул азота и затем дает старт развитию лавины сво-
бодных электронов в результате соударений даже при 
экспоненциально спадающем поле внешнего импульса. 

Очевидно, что результирующий вклад ударной иони-
зации в общее число свободных электронов, появивших-
ся за время действия лазерного импульса, зависит как от 
частоты лазерного излучения w (квадратично, через сече-
ние тормозного поглощения sc), так и от длительности 
самого импульса tp. Формально говоря, для развития 
электронной лавины необходимо обеспечить рождение 
хотя бы нескольких (для оптического пробоя среды – по-
рядка 30 [29]) поколений электронов за время импульса. 
Следовательно, чем длинней импульс излучения, тем 
дольше он будет поддерживать ионизационный каскад и 
тем выше шансы достичь высокой плотности плазмы в 
канале пучка.

Как видно из рис.4,а и б, где представлена динамика 
электронной концентрации для излучения ближнего и 
среднего ИК диапазонов различной длительности, пико-
секундный импульс CO2-лазера приводит к полной (од-
нократной) ионизации молекулярного азота за время t » 
6tp. При той же пиковой интенсивности более короткий 
импульс за тот же относительный промежуток времени, 
порядка шести длительностей импульса, не способен дать 
столь же большой плотности электронов, несмотря на их 
достаточно высокую температуру (рис.4,в и г). Для срав-
нения, импульсы титан-сапфирового лазера (800 нм) зна-
чительно хуже «греют» электроны, и электронный каскад 
здесь вообще не развивается, а весь прирост плотности 
плазмы обеспечивается механизмом МФИ.

5. Заключение

Таким образом, представленная выше модель оптиче-
ского отклика воздушной среды на распространяющееся 
импульсное излучение CO2-лазера свидетельствует о том, 
что в этом спектральном диапазоне кубическая и высшая 
оптические нелинейности имеют «силу», близкую по ве-
личине к отклику среды на излучение ближнего ИК диа-
пазона. Хроматическая дисперсия воздуха для десятими-
кронного излучения, наоборот, должна проявляться зна-
чительно слабее.

Что касается процессов ионизации и плазмообразова-
ния в канале лазерного пучка, то при расчете плотности 
свободных электронов кроме механизма полевой иониза-
ции критически важен учет ионизации молекул среды 
электронным ударом, особенно для импульсов излучения 
пикосекундной длительности. В данном случае средняя 
энергия свободных электронов растет под действием поля 
лазерного импульса и может достигать сотен электрон-
вольт, что приводит к существенному снижению реаль-
ной скорости ударной ионизации в сравнении с ее оцен-
кой по традиционной модели Друде (модель «холодных» 
электронов). 

В случае более коротких импульсов (сотни фемтосе-
кунд) и меньшей температуры свободных электронов для 
вычисления параметра ni с достаточной для практики 
точностью можно пользоваться скорректированной мо-
делью (13) или даже простой моделью Друде (12). Реко м-
бинационные и диффузионные потери числа свободных 
электронов из плазменной колонки за время действия ла-
зерного импульса пикосекундной длительности в числен-
ной модели можно не учитывать.
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