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1. Введение

Явление фокусировки света от точечного источника 
слоем из материала, имеющего одновременно отрицатель-
ные диэлектрическую и магнитную проницаемости, а так-
же отрицательный показатель преломления, было впер-
вые предсказано в работе [1] (рис.1). В [2] на основе точно-
го решения уравнений Максвелла было показано, что 
фактически речь может идти о фокусировке в сколь угод-
но малую область пространства, т. е. о том, что с по-
мощью слоя с отрицательным показателем преломления 
можно преодолеть так называемый дифракционный пре-
дел [3]. Поскольку в природе такие материалы не встреча-
ются, то для наблюдения идеальной фокусировки необхо-

димы искусственные среды (дважды отрицательные, 
(double negative (DNG)) метаматериалы). В [4] была пред-
ложена технология создания метаматериалов с отрица-
тельными диэлектрическими и магнитными проницаемо-
стями на основе решеток проволок и разъединенных 
кольцевых резонаторов. В дальнейшем эта технология 
модернизировалась, уменьшались размеры составляю-
щих элементов и DNG метаматериал был создан для ми-
кроволновой области [5]. Наиболее важные результаты 
были получены в [6], где DNG метаматериал на основе 
двух слоев металлических наносеток, разделенных диэ-
лектриком, работал уже в видимом диапазоне света. Пред-
ложенная в [7] концепция использования киральных (би-
изотропных) элементов для создания DNG метамате-
риалов была практически реализована в [8 – 10] для ради-
одиапазона. Миниатюризация киральных элементов [11] 
открывает путь для создания метаматериалов с отрица-
тельным показателем преломления в микроволновой и 
видимой областях. Обзор некоторых имеющихся в насто-
ящее время метаматериалов дан, например, в [12].

Решение Дж.Пендри [2], как известно, основано на рас-
смотрении гипотетического случая материала без потерь, 
и именно этим обусловлено возникновение нефизической 
сингулярности в данном решении, которая и привела к по-
явлению термина «идеальная линза». При рассмотрении 
системы с потерями свойство «идеальности» в значитель-
ной степени теряется [13, 14]. Несмотря на это к настояще-
му времени достаточно полно изучены оптические свой-
ства некиральных сред с отрицательным показателем пре-
ломления и предложен ряд новых оптических приборов на 
их основе, таких как идеальная линза [2], идеальный коге-
рентный нанопоглотитель [15]. В работах, в которых ис-
следуются оптические свойства киральных метаматериа-
лов, наиболее актуальной является проблема влияния ки-
ральности на фокусирующие свойства DNG метаматериа-
лов, частично рассмотренная в [16 – 19]. В настоящей рабо-
те будет исследовано рассеяние излучения электрического 
дипольного источника на плоском слое из кирального ма-
териала в рамках классической электродинамики. Основ-
ное внимание будет уделено киральному слою с отрица-
тельным показателем преломления и, в частности, его фо-
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Рис.1. Геометрическая картина фокусировки света слоем с отри-
цательным показателем преломления. Излучение источника, рас-
положенного в точке А на расстоянии l от слоя толщиной h, фоку-
сируется как за слоем, так и внутри него в точках B и C соответ-
ственно. Стрелки указывают направление потока энергии S.
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кусирующим свойствам. При этом мы ограничимся случа-
ем, когда толщина слоя много больше характерных длин 
волн. В этом случае эванесцентные волны от диполя не 
достигают поверхности слоя метаматериала, режим иде-
альной линзы в данной геометрии не реализуется и точ-
ки пересечения лучей на рис.1 являются обычными 
дифракционно-ограниченными фокусами. Полученные в 
настоящей работе аналитические выражения справедливы 
и для точечного источника, близко расположенного к ки-
ральному слою с отрицательным показателем преломле-
ния. Подробный анализ этого случая, в котором определя-
ющую роль играет возникновение поверхностных плазмо-
нов, будет проведен в нашей следующей статье.

Статья имеет следующую структуру. В разд.2 рассмо-
трено электромагнитное поле, индуцируемое дипольным 
источником в присутствии слоя из кирального материа-
ла. При этом, несмотря на то что саму киральность мож-
но рассматривать как проявление пространственной дис-
персии, мы используем обычные (локальные) граничные 
условия на поверхностях раздела сред. Более общий под-
ход с использованием нелокальных граничных условий 
разработан в [20]. В разд.3 исследуются фокусирующие 
свойства кирального DNG слоя. 

2. Рассеяние излучения дипольного 
источника на киральном слое

Рассмотрим электрический дипольный источник с мо-
ментом d0, расположенный в точке z0 (z0 > 0) на оси z де-
картовой системы координат в полубесконечной среде 1 с 
положительными диэлектрической (e1) и магнитной ( m1) 
проницаемостями (рис.2). Слой толщиной h из кирально-
го метаматериала 2 расположен в области – h < z < 0. 
Диэлектрическую и магнитную проницаемости кираль-
ного материала обозначим e2 и m2 соответственно, а пара-
метр киральности – c2. За слоем расположена полубеско-
нечная среда 3 с положительными диэлектрической (e3) и 
магнитной ( m3) проницаемостями.

Выражения для напряженностей электрического и 
магнитного полей дипольного источника имеют следую-
щий вид (общий множитель для полей exp(–iwt) далее 
опущен) [21]:
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Электромагнитное поле диполя (3) индуцирует отра-
женную волну в среде 1, преломленную волну в среде 2 и 
прошедшую волну в среде 3. Напряженности электриче-
ского и магнитного полей отраженной волны можно 
представить в виде (z > 0)
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Напряженности электрического и магнитного полей 
волны в среде 3 можно записать в виде (z < – h)
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Приложении 1; Z3 = k0 m3/k3; k3 = k0 3 3e m . 
При описании электрического и магнитного полей в 

киральном слое будем использовать материальные урав-
нения в форме Друде – Борна – Федорова [23 – 25]:
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где D2, E2 и B2, H2 – индукция и напряженность электри-
ческого и магнитного полей в киральном слое соответ-
ственно. Подставляя соотношения (6) в уравнения Макс-
велла и используя преобразование Борена [26], получаем 
(– h < z < 0) 
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где Z2 = k0 m2/k2; k2 = k0 2 2e m ; компоненты преобразован-
ного поля (7) удовлетворяют уравнениям

rot QL = +kLQL,  div QL = 0,

rot QR = –kRQR,  div QR = 0, 
(8)

в которых
Рис.2. Геометрия задачи о диполе, расположенном вблизи кираль-
ного слоя.
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– волновые числа левополяризованных (L) и правополя-
ризованных (R) циркулярных волн в киральной среде; па-
раметр киральности c2 считается малым, | |2 2 2c e m  < 1. 
Противоположный случай, | |2 2 2c e m  > 1, будет рассмо-
трен в отдельной публикации. Заметим, что при измене-
нии знака параметра киральности ( c2 ® – c2) выражения 
для волновых чисел лево- и правополяризованных волн 
меняются одно на другое (см. формулу (9)). Это означает, 
что все свойства, присущие лево- и правополяризован-
ным волнам, переходят в свойства право- и левополяри-
зованных волн соответственно.

В (7), (9) и везде далее мы принимаем, что 2 2e m  = 
2e 2m . Такое определение обеспечивает положитель-

ный показатель преломления Re( 2 2e m ) > 0 для диэлек-
трика (e2 > 0 и m2 > 0) и отрицательный показатель пре-
ломления Re( 2 2e m ) < 0 для DNG метаматериала, а так-
же Im( 2 2e m ) > 0 как для металла (e2 < 0 и m2 > 0), так и 
для DNG метаматериала (e2 > 0 и m2 < 0). Кроме того, в 
случае материалов с потерями (Im e2 H 0, Im m2 H 0) приня-
тое определение обеспечивает положительность коэффи-
циента экстинкции, т. е. Im( 2 2e m ) > 0.

Поля внутри кирального слоя QL и QR (см. формулу 
(7)) могут быть записаны в следующем виде:
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где векторные цилиндрические гармоники n ( )
nq
J !
s  и m ( )

nq
J !
s  

(J = L, R) приведены в Приложении 1.
Для нахождения коэффициентов разложений (4), (5) и 

(10) необходимо воспользоваться условиями непрерыв-
ности тангенциальных компонент электрического и маг-
нитного полей на поверхностях раздела сред [21]. Вслед-
ствие громоздкости выражений для этих коэффициентов 
они приведены в Приложении 3.

3. Фокусировка излучения диполя 
киральным слоем

Для исследования фокусировки излучения электриче-
ского дипольного источника рассмотрим киральный слой 
из DNG метаматериала. Как хорошо известно [1], именно 
слой, имеющий одновременно отрицательные диэлектри-
ческую и магнитную проницаемости (e2 = m2 = –1), может 
фокусировать излучение. В настоящей работе мы будем 
добавлять небольшие мнимые части к проницаемостям, 
чтобы сместить полюсы подынтегральных функций из 
области интегрирования. Для определенности численных 
расчетов рассмотрим слой из кирального DNG метамате-
риала толщиной k0h = 150, а диполь расположим на рас-
стоянии k0z0 = 50 от слоя. При этом полагаем, что среды 
1 и 3 имеют единичные диэлектрические и магнитные 
проницаемости (e1 = m1 = e3 = m3 = 1).

На рис.3 показан логарифм модуля напряженности 
полного электрического поля (ln|E |) в средах 1, 2 и 3 как 
функция координаты z, т. е. как функция смещения точки 
наблюдения вдоль оси, на которой расположен диполь 

(см. рис.2). Индексы у напряженности электрического 
поля далее опустим. Как видно из рис.3, внутри и снаружи 
кирального DNG слоя имеются области фокусировки из-
лучения диполя. При этом, по сравнению с некиральным 
слоем ( c2 = 0), данные области расщепляются (раздваива-
ются), что обусловлено одновременным возбуждением в 
киральной DNG среде волн с правой и левой круговыми 
поляризациями, имеющих различные волновые числа и, 
как следствие, различные условия фокусировки. В случае 
некирального DNG слоя (штриховая кривая на рис.3) 
максимумы |E | находятся в точках k0z ( )max

1  = –k0z0 = –50 (в 
среде 2) и k0z ( )max

2  = –2k0h + k0z0 = –250 (в среде 3) в полном 
соответствии с результатами, полученными методами гео-
метрической оптики (см. рис.1). Заметим, что на рис.3 
один из максимумов в средах 2 (область F1) и 3 (область 
F2) оказывается больше другого. Очевидно, что наиболь-
ший максимум отвечает фокусировке излучения диполя, 
осуществляемой за счет волн с левой круговой поляриза-
цией, возбуждаемых в киральном слое. В самом деле, для 
параметров, соответствующих рис.3, получим ImkR/ImkL » 
1.5, т. е. правополяризованные волны в слое затухают бы-
стрее, чем левополяризованные. В то же время в метамате-
риалах с c2 < 0 ситуация меняется на обратную: быстрее 
затухают волны с левой круговой поляризацией. Отметим 
также, что из-за поглощения в киральном слое макси-
мальные значения |E| в средах 2 и 3 заметно различаются.

Рис.3. Величина ln|E | (E – в отн. ед.) как функция координаты z 
(x = y = 0) для кирального DNG слоя с c2 = 0.1, e2 = m2 = –1 + i0.01 
(сплошные кривые) и некирального слоя с c2 = 0 (штриховые кри-
вые). Дипольный момент источника направлен вдоль оси x (a) или 
z (б). Цифры 1, 2, 3 обозначают среды в соответствии с рис.2. 
Вертикальные линии показывают расположение поверхностей 
слоя; S – область источника, F1 и F2 – области фокусировки излуче-
ния диполя.
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При приближении диполя к слою, т. е. при уменьше-
нии z0, область F1 смещается ближе к первой поверхности 
раздела сред (z = 0) и постепенно сливается с областью ис-
точника S для z0 ® 0. В то же время область F2 при умень-
шении z0 смещается дальше от второй поверхности разде-
ла сред (z = –h) в глубь среды 3 и для z0 ® 0 там локализу-
ется (вблизи z = – 2h). В случае удаления диполя от слоя 
области F1 и F2 смещаются ко второй поверхности разде-
ла сред и, при значительном его удалении (z0 > h), слива-
ются друг с другом на этой поверхности, а амплитуда 
поля в максимуме (|E |) постепенно уменьшается. Таким 
образом, расстояние, на котором может быть сфокусиро-
вано излучение диполя киральным DNG слоем с задан-
ными параметрами, ограничено.

На рис.4 показаны пространственные распределения 
полей вблизи фокальных точек ( y = 0). Видно, что форма 
фокального пятна сильно деформирована и деформация 
не сводится лишь к расщеплению на два независимых 
пятна для лево- и правополяризованных волн. Вблизи пя-
тен имеются осцилляции интенсивности, что говорит о 
взаимодействии (интерференции) волн. В случае нор-
мальной к поверхности слоя ориентации дипольного мо-
мента источника (d0 || z) пятна приобретают наиболее ис-
каженную форму, поскольку каждое из них еще дополни-
тельно расщепляется в поперечном направлении (рис.4,в 
и г). Характерной особенностью полученных областей 
фокусировки F1 и F2 является их вытянутость в направле-
нии поперек слоя.

На рис.5 представлена зависимость координат поло-
жения максимумов |E| в пятнах сфокусированного излуче-

Рис.4. Величина |E| как функция координат x и z ( y = 0) для кирального DNG слоя с c2 = 0.1 и e2 = m2 = –1 + i0.01. Дипольный момент ис-
точника направлен вдоль оси x (a, б) или z (в, г); F1 и F2 – области фокусировки излучения диполя (см. рис.3).

Рис.5. Положения максимумов |E| в средах 2 (a) и 3 (б), соответ-
ствующих лево- (1) и правополяризованным (2) волнам, как функ-
ции параметра киральности. Дипольный момент источника на-
правлен вдоль оси x. Диэлектрическая и магнитная проницаемо-
сти слоя e2 = m2 = –1 + i0.01; F1 и F2 – области фокусировки излуче-
ния диполя (см. рис.3).
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ния диполя с тангенциальной ориентацией момента (d0 || x) 
от параметра киральности. Видно, что при увеличении 
параметра киральности происходит смещение положе-
ний максимумов |E| от значений k0z ( )max

1  = –50 (в среде 2) и 
k0z ( )max

2  = –250 (в среде 3), соответствующих c2 = 0. При 
этом в области F1 положение максимума, определяемого 
фокусировкой левополяризованных волн в слое, смещает-
ся в сторону первой поверхности раздела сред (между сре-
дами 1 и 2), а смещение максимума, отвечающего фокуси-
ровке правополяризованных волн, происходит по направ-
лению ко второй поверхности раздела сред (между среда-
ми 2 и 3). Заметим, что этот максимум может визуально 
наблюдаться лишь в ограниченном диапазоне значений c2 
(рис.5,a, кривая 2). В области F2 имеет место иное поведе-
ние: максимум, соответствующий левополяризованным 
волнам в слое, смещается от второй поверхности раздела 
сред в глубь среды 3, а максимум, отвечающий правопо-
ляризованным волнам, смещается к поверхности раздела 
и исчезает (рис.5,б, кривая 2). Таким образом, фокусиров-
ка излучения электрического диполя киральным DNG 
слоем при достаточно больших параметрах киральности 
может быть осуществлена на бо' льшем расстоянии, чем 
фокусировка некиральным слоем, имеющим такую же 
толщину и диэлектрическую и магнитную проницаемости 
e2 = m2 = –1. Однако получающееся при этом пятно сфоку-
сированного излучения является деформированным.

Для улучшения характеристик фокусировки излучения 
киральным DNG слоем можно, например, создать усло-
вия доминирования в киральной среде волн с одной из 
круговых поляризаций [18]. Наиболее очевидным спосо-
бом решения данной проблемы является использование 
поляризационного фильтра, который надо устанавливать 
между источником излучения и киральным слоем, чтобы 
все излучение, приходящее в слой, уже имело бы заданную 
круговую поляризацию. Другим способом может быть ис-
пользование двух прилегающих друг к другу плоских сло-
ев с положительным и отрицательным параметрами ки-
ральности, что, вероятно, позволит сфокусировать излу-
чение через такую структуру с минимальными искажения-
ми [17]. Наконец, третий способ, который мы далее рас-
смотрим, это использование метаматериалов с достаточно 
большой киральностью [27]. В самом деле, из выражений 
(9) следует, что если мы, например, положим (n2, d > 0)

e2 = m2 = –n2 + id, (11)

то в случае c2 = 1/n2 и d << 1 получим

,i i
k
k n

k
k

n
n

2 4
L R

0

2

0
2

2
2

.
d

d
- + = + . (12)

Из (12) следует, что в особом случае можно подавить об-
разование правополяризованных волн в киральном слое 
(т. к. Im(kR/k0) >> 1 при d << 1) и фокусировка излучения 
диполя будет осуществляться только за счет левополяри-
зованных волн. В том случае, если параметр киральности 
c2 = –1/n2 < 0, а диэлектрическая и магнитная проницаемо-
сти определяются формулой (11), наоборот, подавляются 
левополяризованные волны и фокусировка излучения ди-
поля будет происходить за счет волн с правой круговой 
поляризацией.

На рис.6 показана величина ln|E| как функция коорди-
наты z (x = y = 0) для киральной среды, определяемой вы-
ражениями (11) и (12), при n2 = 2, c2 = 1/2 и d = 0.01. В этом 

случае kL/k0 » –1 + i0.0025 и kR/k0 = 2 + i400, т. е. правопо-
ляризованные волны подавлены. Как следует из рис.6, в 
рассматриваемом случае можно добиться существенного 
улучшения качества фокусировки излучения электриче-
ского диполя. При этом положения пятен сфокусирован-
ного излучения в средах 2 и 3 для кирального слоя совпа-
дают с положениями соответствующих пятен для неки-
рального слоя ( c2 = 0). Очевидно, такое совпадение – след-
ствие того, что действительная часть волнового числа ле-
вополяризованной волны в данном случае совпадает с 
действительной частью волнового числа в некиральной 
слое и равна –1. Различие мнимых частей волновых чисел 
определяет различие величин максимумов |E | в слое и, 
особенно, после прохождения через него (рис.6, среда 3). 
На рис.7 приведены формы областей фокусировки F1 и F2 
в рассматриваемом случае. Хорошо видно, что эти формы 
существенно ближе к гауссовой, чем на рис.4.

Заметим, что на практике найти DNG метаматериал с 
c2 = 1/n2 (или с c2 = –1/n2) может быть сложно. Однако 
даже в том случае, когда Re(kL/k0) (или Re (kR/k0)) не рав-
но –1, но волны c правой (или левой) поляризацией пода-
влены, DNG среда может фокусировать излучение [28]. 
Отметим также, что если все-таки не удается выполнить 
условия для доминирования волн с одной из поляризаций, 
то всегда можно найти условия существенного различия в 
распространении поляризованных волн, подбирая пара-

Рис.6. Величина ln|E | (E – в отн. ед.) как функция координаты z 
(x = y = 0) для кирального DNG слоя с e2 = m2 = –2 + i0.01, c2 = 1/2 
(сплошные кривые) и некирального слоя с e2 = m2 = –1 + i0.01, c2 = 0 
(штриховые кривые). Дипольный момент источника направлен 
вдоль оси x (a) или z (б). Цифры 1, 2, 3 обозначают среды в соответ-
ствии с рис.2. Вертикальные линии показывают расположение по-
верхностей слоя; S – область источника, F1 и F2 – области фокуси-
ровки излучения диполя.
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метры киральной среды. Например, для слоя с кирально-
стью c2 = 0.5 и диэлектрической и магнитной проницаемо-
стями e2 = m2 = –1 + i0.01 имеется заметное различие меж-
ду волновыми числами право- и левополяризованных 
волн: RekR/RekL » 3 и ImkR/ImkL » 9. Однако получаю-
щиеся при этом фокальные пятна сильно деформированы.

4. Заключение

Таким образом, в настоящей работе получены и ис-
следованы аналитические выражения для полей рассеян-
ного электромагнитного излучения электрического ди-
польного источника слоем из кирального материала с 
произвольными диэлектрической и магнитной проницае-
мостями и произвольной толщиной.

Показано, что достаточно толстый по сравнению с дли-
ной волны киральный слой с отрицательным показателем 
преломления может одновременно фокусировать излуче-
ние дипольного источника внутри слоя и за этим слоем. В 
рассмотренной геометрии пятно фокусировки является 
дифракционно-ограниченным, т. к. поверхностные плаз-
моны не возбуждаются. Обнаружен эффект расщепления 
фокальных пятен за счет разных скоростей распростране-
ния право- и левополяризованных волн, возбуждаемых в 
киральной среде. При этом расщепление почти линейно 
зависит от параметра киральности. Показано также, что в 
DNG метаматериалах с большой киральностью, при 
определенных значениях диэлектрической и магнитной 
проницаемостей, можно создать условия для подавления 
волн с одной из поляризаций, что приводит к существен-

ному улучшению фокусирующих свойств слоя, определяе-
мых волнами с другой поляризацией.

Полученные в настоящей работе результаты могут 
быть использованы для расчета рассеяния излучения ди-
польного источника света на киральных метаматериа-
лах, исследования их фокусирующих свойств, а также для 
интерпретации экспериментальных результатов. Важным 
приложением полученных результатов может являться 
разработка принципов функционирования наноразмер-
ных детекторов циркулярно поляризованных фотонов.

Авторы выражают благодарность Белорусскому ре-
спубликанскому фонду фундаментальных исследований 
(грант № Ф12Р-006), РФФИ (грант № 14-02-00290), фонду 
«Сколково» и Российскому квантовому центру за финан-
совую поддержку настоящей работы.

Приложение 1. Векторные цилиндрические 
гармоники

Выражения для векторных цилиндрических гармо-
ник, описывающих электрическое и магнитное поля в за-
даче с киральным слоем, имеют следующий вид (n = 
0, 1, 2, . . .; q > 0):
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enq
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!
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e enq
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! !

,

[ ( ) ( ) ( )]sin exprot iJ q n k q zm e( )
nq
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2 2!r j= -

!

, 

(П1.1)

Рис.7. Величина |E| как функция координат x и z ( y = 0) для кирального DNG слоя с e2 = m2 = –2 + i0.01 и c2 = 1/2. Дипольный момент 
источника направлен вдоль оси x (a, б) или z (в, г); F1 и F2 – области фокусировки излучения диполя (см. рис.3).



879Фокусировка излучения диполя киральным слоем с отрицательным показателем преломления. 1. . . .
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,

где 0 G r < ¥, 0 G j < 2p – полярные координаты; ez – еди-
ничный вектор, направленный вдоль декартовой оси z; 
Jn(qr) – функция Бесселя [29]; s = 1 и 3 (для полей вне ки-
рального слоя), s = L и R (для полей внутри кирального 
слоя).

Аналитические ветви квадратных корней, входящих в 
(П1.1), определены следующим образом. Для диэлектриче-
ских сред (s = 1, 3) полагаем, что k q2

s
2
-  = i q ks

2 2
- при 

q > ks (т. е. Im( k q2
s
2
- ) H 0). Для киральной среды (s = J, 

где J = L, R) считаем, что k q k q k q2
J J J
2
- = - + . 

Такое определение обеспечивает для диэлектрика (kJ > 0) 
выполнение соотношений Re( k qJ

2 2
- ) > 0 при kJ > q и 

Im( k qJ
2 2
- ) > 0 при kJ < q. Для DNG метаматериала с 

отрицательным показателем преломления (kJ = – |kJ |) по-
лучаем Re( k qJ

2 2
- ) < 0 при |kJ | > q и Im( k qJ

2 2
- ) > 0 

при |kJ | < q. Для металла и DNG метаматериала будем 
иметь Im( k qJ

2 2
- ) > 0. Кроме того, в случае материалов 

с потерями (Im kJ > 0) с помощью введенного определе-
ния получим Im( k qJ

2 2
- ) > 0.

Введенные выше определения обеспечивают правиль-
ные направления потоков энергии.

Приложение 2. Коэффициенты разложения (3)

Данные коэффициенты могут быть записаны следую-
щим образом:
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где dnp – дельта-символ Кронекера. Аналитические ветви 
квадратных корней в (П2.1) определены так же, как и в 
Приложении 1.

Приложение 3. Коэффициенты разложений 
(4), (5) и (10)

Данные коэффициенты могут быть найдены из следу-
ющих соотношений:
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где
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( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]V q V q W q V q W qR R L L R
q 12 32 32 32 32d = +

 – ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]A q A q W q B q V qL R R R R
12 32 32 32 32-

 ´ ( ) ( ) ( )exp expi ik q h k q h A qR L
R2 2 2 2
12- - -

´ [ ( ) ( ) ( ) ( )] (2 )exp iA q W q B q V q k q hR L R L
R32 32 32 32
2 2

+ - ; (П3.8)
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[ ( ) ( ) ( ) ( )]M V q W q V q W qR L L R
q 12 12 12 12= +  ×

	 ´ [ ( ) ( ) ( ) ( )]V q W q V q W qR L L R
32 32 32 32+  –

 – [ ( ) ( ) ( ) ( )]A q W q B q V qR R R R
12 12 12 12-

 ´ [ ( ) ( ) ( ) ( )]A q W q B q V qL L L L
32 32 32 32-

 ´	 ( ) ( )exp expi ik q h k q hR L
2 2 2 2
- -

 – [ ( ) ( ) ( ) ( )]A q W q B q V qL L L L
12 12 12 12-

 ´ [ ( ) ( ) ( ) ( )]A q W q B q V qR R R R
32 32 32 32-

 ´	 ( ) ( )exp expi ik q h k q hR L
2 2 2 2
- -

 – [ ( ) ( ) ( ) ( )]A q W q B q V qR L R L
12 12 12 12+

 ´ [ ( ) ( ) ( ) ( )] (2 )exp iA q W q B q V q k q hR L R L
R32 32 32 32
2 2

+ -

 – [ ( ) ( ) ( ) ( )]A q W q B q V qL R L R
12 12 12 12+

 ´ [ ( ) ( ) ( ) ( )] (2 )exp iA q W q B q V q k q hL R L R
L32 32 32 32
2 2

+ -

 + [ ( ) ( ) ( ) ( )]A q B q A q B qR L L R
12 12 12 12+

 ´ [ ( ) ( ) ( ) ( )]A q B q A q B qR L L R
32 32 32 32+

 ´ (2 ) (2 )exp expi ik q h k q hR L
2 2 2 2
- - ; (П3.9)

( )A q Z k
k q

Z k
k q1 1( )J

J

J
12

2

2 2

1 1

1
2 2

=
-

-
- ;

( )B q Z k
k q

Z k
k q1 1( )J

J

J
12

1

2 2

2 1

1
2 2

=
-

-
- ;

( )V q Z k
k q

Z k
k q1 1( )J

J

J
12

2

2 2

1 1

1
2 2

=
-

+
- ;

( )W q Z k
k q

Z k
k q1 1( )J

J

J
12

1

2 2

2 1

1
2 2

=
-

+
- ; J = R, L.

 (П3.10)

Выражения для ( )A q( )J
32 , ( )B q( )J

32 , ( )V q( )J
32  и ( )W q( )J

32  получим 
из выражений для ( )A q( )J

12 , ( )B q( )J
12 , ( )V q( )J

12  и ( )W q( )J
12  соот-

ветственно заменой индекса 1 ® 3. Явные выражения для 

qau , qbu , qgu , qdu  и Mq
u  найдем из выражений для aq, bq, gq, dq и 

Мq соответственно перестановкой индексов L « R. При 
этом заметим, что Мq = Mq

u . Аналитические ветви ква-
дратных корней в записанных выше выражениях опреде-
лены так же, как и в Приложении 1.
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