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1. Введение 

Распространение плоской эллиптически поляризован-
ной волны через изотропную среду с керровской нелиней-
ностью и дисперсией групповых скоростей второго по-
рядка описывается системой из двух связанных нелиней-
ных уравнений Шредингера. В общем случае эта система 
неинтегрируема [1 – 4] и с учетом членов, ответственных за 
линейную и нелинейную гиротропию, имеет вид [5 – 7] 
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Здесь A±(z, t) – укороченные амплитуды компонент поля 
с правой и левой круговыми поляризациями и частотой 
w, распространяющихся вдоль оси z; t – время в бегущей 
системе координат; константа k2 = ∂2k/∂w2 характеризует 
дисперсию; k – волновое число. Параметры s1 = 4pw2 ́

/( )kc( )
xyxy
3 2c  и /( )kc2 ( )

xxyy2
2 3 2ps w c=  заданы независимыми 

компонентами тензора локальной кубической нелиней-
ности c(3)(w; – w, w, w), а r0,1 = 2pw2 g0,1/c2 определены через 
псевдоскалярные константы g0,1 линейной и нелинейной 
гирации. Последние учитывают пространственную нело-
кальность указанных процессов при слабом изменении 
амплитуд компонент поля в направлении распростране-
ния z на масштабах длины волны. 

Известен ряд численных [5, 6] и частных аналитиче-
ских [7 – 10] решений системы (1). Для построения ее при-
ближенных решений использовался метод линеаризации 
[11, 12]. Было показано, что при возбуждении одной из 
нормальных (синфазная или противофазная) нелинейных 
мод реализуется периодический режим изменения состоя-
ния поляризации – распространение эллиптически поля-
ризованных кноидальных волн. В противном случае пара-
метры Стокса [13] изменяются нерегулярно из-за биений, 
поскольку частоты этих двух мод в общем случае несоиз-
меримы. В [14] для решения (1) использовалось адиа
батическое приближение [15 – 17]. В рамках последнего 
были построены связанные за счет нелинейности парные 
состояния компонент поля, соответствующие согласован-
ному распространению двух волн – ортогонально поляри-
зованных составляющих со знакопеременной и знакопо-
стоянной амплитудами и существенно разными перио
дами. 

Ниже мы также воспользуемся адиабатическим при-
ближением, однако рассмотрим несколько иную по отно-
шению к [14] ситуацию, в которой амплитуды обеих ком-
понент поля знакопеременны и их средние значения рав-
ны нулю. Как известно, сигнал, в котором гармоника на 
нулевой частоте в фурье-спектре отсутствует, оптимален 
для передачи по длинной трассе. Мы покажем, что и в 
этом случае существуют аналогичные описанным в [14] 
связанные комплексы с существенно разномасштабной, 
но согласованной эволюцией ортогонально поляризован-
ных компонент волны во времени, т. к. вклады последних 
в полную энергию системы определяются моментами вто-
рого порядка (т. е. их интенсивностями) и не обнуляются. 
Еще одной важной особенностью полученного далее при-
ближенного решения является отсутствие соответствую-
щих ему точных частных решений (1) для выбранных зна-
чений параметров нелинейности и гиротропии. 

Отметим, что с практической точки зрения приведен-
ные ниже периодические и апериодические решения мо-
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гут оказаться актуальными при конструировании длин-
ных оптоволоконных линий связи, разработке фарадеев-
ских элементов развязки для мощных лазеров с высоко-
добротными кольцевыми резонаторами и т. п.

2. Потенциальная энергия и адиабатическое 
приближение 

Как и в [14], мы сразу разделим переменные, положив 

( , ) ( ) ( )exp iA z t r t zk=! ! ! ,	 (2)

где k± – константы разделения и r±(t) – искомые веще-
ственные функции. Подставив (2) в (1), при k2 ¹ 0 полу-
чим ту же, что и в [14], систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений 
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Здесь Dk± = k± " r0. Далее переменные и параметры в (3) 
будут считаться безразмерными и нормированными за 
счет выбора единичных значений для констант, описыва-
ющих линейную гиротропию ( r0 = 1), дисперсию (k2 = 1) 
и одну из компонент локальной кубической нелинейно-
сти (s1 = 1), что эквивалентно заменам переменных zr0 ® 
z, /t k0 2r  ® t, /r 1 0s r!  ® r±, s2/s1 ® s2, r1/s1 ® r1 и k±/r0 
® k±. 

Рассматривая теперь (3) как систему, описывающую 
движение – эволюцию радиус-вектора r = {r–, r+} точки еди-
ничной массы, введем ее потенциальную энергию U(r–, r+):
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В отличие от [14] нас будет интересовать точка равнове-
сия { , } {0,0}r rreq = =- +u u , отвечающая минимуму потенци-
альной энергии U вследствие определенного выбора зна-
чений параметров. Для анализа характера решений в 
окрестности этой точки мы воспользуемся тем же, что и в 
[14], методом поиска приближенных решений – адиабати-
ческим приближением [15 – 17]. 

Малые колебания по ортогональным направлениям 
r± в окрестности точки req = 0 являются нормальными мо-
дами с частотами w±, заданными выражениями 

2¶
¶ ,

r
U r r

k
2

r

2
2

2
eq

w kD= =-!

!

!
- +] g .	 (5)

Поэтому с учетом выбранной нормировки (k2 = 1) нас бу-
дут интересовать значения Dk± < 0, отвечающие локаль-
ному минимуму U, и такие осцилляции, частота которых 
по одному из этих направлений (например, r–) много 
меньше, чем по другому (r+), т. е. 

Dk+ << Dk– .	 (6)

Именно в этом случае и должно быть применимо адиаба-
тическое приближение. 

Альтернативой для интересующих нас приближенных 
решений системы (3) по положению точки req = 0 могли бы 

стать точные частные решения sc- и cs-типов [10, 18, 19], ко-
торые могут существовать при r1 > 0, k2( r1

2  + s1s2 + s2
2) < 

0 и – r1 < s2 < r1 и при r1 < 0, k2( r1
2  + s1s2 + s2

2) > 0 и r1 < 
s2 < – r1. Однако, как мы убедились, в отличие от [14] в рас-
смотренном нами ниже случае для k2 = 1, s1 = 1, r0 = 1, s2 = 
0.4, r1 = – 0.45, Dk+ = –10 и Dk– = –1 таких частных решений 
не существует. 

3. Решение задачи в адиабатическом 
приближении

В случаях, когда неравенство (6) выполнено, построе-
ние приближенных решений проводится по схеме, опи-
санной в [14]. Сначала для выбранных значений Dk± мы 
фиксируем произвольное (допустимое) значение r– и 
ищем решение для r+(t) в выбранном классе эллиптиче-
ских функций. При этом мы решаем уравнение
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полагая, что 

r+(t) = B+sn(n+t, m+).	 (8)

Здесь sn(nt, m) и сn(nt, m) (см. далее) – эллиптические функ-
ции Якоби с модулем 0 G m G 1 [20]. Подставив (8) в (7), 
найдем 

( ) ( )
2 [2 ]

B
r

1 2
22

2
1 1

2
1 2

2

m s r
m k s sD

=-
+ -

+ +
+

+

+ + -] g
 ,	 (9а)

( )
2

k
r

1
22

2
2

1 2
2

n
m

k s sD
=-

+

+ +
+

+

+ -] g  .	 (9б)

Один из параметров в (8), (9) (будем полагать, что это m+) 
остается свободным, и, следовательно, нами определено 
целое семейство решений соответствующего типа. 

Далее мы усредняем второе уравнение системы (3) по 
быстрым осцилляциям r+(t):
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Здесь G...Ht означает усреднение по времени. Поскольку 
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где K( m+) и E( m+) – полные эллиптические интегралы пер-
вого и второго рода [20], с учетом (9а) получим 
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а уравнение (10) примет вид 
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Теперь мы можем найти аналитическое решение и для 
второй компоненты поля r–(t) в соответствующем классе 
эллиптических функций. Подставив 

r–(t) = B–cn(n–t, m–)	 (14)

в (13), найдем 
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Заметим, что, хотя точка m– = 2–1/2 в (15) и является осо-
бой, параметр m– здесь также остается свободным.

Подставив (14) в (8) и (9), определим окончательное 
выражение для искомой согласованной эволюции бы-
строй циркулярно поляризованной компоненты поля в 
форме 

r+(t) = B+sn(n+t, m+),	 (16а)
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где B–
2 и n–

2 заданы (15). Выражения (14) – (16) определяют 
искомое согласованное решение r±(t) задачи (3) на первой 
итерации (коррекция зависимости r+(t) до (16) подстанов-
кой выражения (14) в (8) и (9)) расчета в адиабатическом 
приближении. В принципе итерационный ряд может 
быть продолжен [21, 22] уточнением выражения для Gr+

2 Ht 
последующей подстановкой (16) в (10) и т. д. Однако мы 
здесь этого делать не будем.

Еще раз напомним, что параметры m± в (14) – (16) явля-
ются свободными и именно их вариации определяют се-
мейство приближенных решений соответствующего клас-
са. Ограничения на значения этих параметров обусловле-
ны лишь тем, что для всех моментов времени t должно 
быть выполнено условие применимости адиабатического 
приближения. Однако поскольку спектр нелинейных ко-
лебаний является непрерывным, мы будем сравнивать 
квадраты их периодов, которые описывают положения 
максимумов спектральной плотности для соответствую-
щих осцилляций. Так как в соответствии с [20] для реше-
ний (14) и (16) эти периоды заданы выражениями T+ = 
4K( m+)/n+ и T– = 4K( m–)/n–, вместо (6) мы получим 
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С учетом выписанных выше соотношений (15) и (16) усло-
вие (17) позволяет нам теперь выбрать такие значения 
0 < m± < 1 ( m– ¹ 2–1/2), которые и обеспечат возможность 
использования адиабатического приближения. 

Отметим, правда, что корректная оценка границ об-
ласти применимости адиабатического приближения яв-
ляется вполне самостоятельной, сложной и до сих пор не 
до конца решенной задачей (см., напр., [32]).

4. Характер полученных решений

Характер полученных приближенных решений (14) – (16) 
иллюстрирует рис.1, на котором в градациях серого цве-
та показана карта распределения U(r–, r+) в окрестности 
точки равновесия req = 0. Значения параметров (k2 = 1, 
s1 = 1, r0 = 1, s2 = 0.4, r1 = – 0.45, Dk+ = –10 и Dk– = –1) вы-
браны такими, что потенциальная яма вытянута в направ
лении r–, формируя длинный «желоб». Толстой сплошной 
линией показана траектория r+(r–), соответствующая ре-
шению (14) – (16) при m+ = 0.3584 и m– = 0.95 для t Î [0, 43]. 
Отметим, что альтернативного периодического точного 
частного решения sc-типа [8, 10] в рассматриваемом нами 
здесь случае (для использованного набора параметров, 
см. выше) не существует. 

Необходимо отметить два существенных момента. Во-
первых, нами рассмотрен случай возбуждения сразу двух 
нормальных нелинейных мод (рис.1). При этом возмож-
ность использования адиабатического приближения опре-
деляется существенным различием их частот. Поэтому ре-
шения с кратными периодами изменения r±(t) (случай ре-
гулярной эволюции) можно считать скорее некой 
экзотикой. Во-вторых, траектория решения r+(r–) (pис.1) 
является классической фигурой Лиссажу [23]. Однако при 
независимых гармонических колебаниях фазовое про-
странство системы (часть плоскости {r–, r+}, заполняемая 

Рис.1.  Карта распределения U(r–, r+) в градациях серого цвета в 
окрестности точки req = 0 при k2 = 1, s1 = 1, r0 = 1, s2 = 0.4, r1 = – 0.45, 
Dk+ = –10, Dk– = –1. Потенциальная яма вытянута в направлении r–. 
Толстая сплошная линия – траектория r+(r–), соответствующая ре-
шению (14) – (16) при m+ = 0.3584 и m– = 0.95 для t Î [0, 43]. 
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в процессе эволюции r±(t)) представляла бы собой прямо
угольник [23]. При согласованной эволюции компонент 
поля r±(t) речь идет о нелинейных фигурах Лиссажу [24], и 
фазовое пространство системы определяется геометрией 
потенциальной ямы в окрестности точки req = 0 (pис.1). В 
принципе это позволяет исследовать характер нелиней-
ной связи. Заметим, что сходный подход (метод траекто-
рий) достаточно широко используется в нелинейной ди-
намике [24, 25], химической физике [26 – 28], нелинейной 
акустике [29] и реологии [30, 31]. 

Зависимости r+(t) (16) и r–(t) (14) – (15) для тех же зна-
чений параметров (k2 = 1, s1 = 1, r0 = 1, s2 = 0.4, r1 = – 0.45, 
Dk+ = –10, Dk– = –1 при m+ = 0.3584 и m– = 0.95), а также ха-
рактер эволюции интенсивности I(t) = r+

2(t) + r–
2(t) для по-

лученного приближенного решения иллюстрирует рис.2. 
На начальных участках показанных зависимостей хоро-
шо видна медленная модуляция высокочастотных нели-
нейных колебаний быстро меняющейся компоненты поля 
r+(t) (рис.2,а) и полной интенсивности I(t) (рис.2,в) низко-
частотными нелинейными колебаниями медленно меня-
ющейся компоненты r–(t) (рис.2,б). Затем эволюция r+(t) и 
I(t) явно становится более нерегулярной и изрезанность 
соответствующих зависимостей растет. 

Постепенное (по мере роста t) изменение характера 
зависимостей r+(t) и I(t) (рис.2) можно объяснить следую-
щим. Набор гармоник, присутствующих в фурье-спектре 
амплитуды r+(t), в результате медленной модуляции ее 
параметров определенным образом сфазирован путем 
конкретного выбора начальных условий в момент t = 0. 
Начальные фазовые соотношения могут быть изменены, 
например, за счет изменений начальных фаз функций sn и 
cn, которые при этом останутся решениями соответству-
ющих уравнений. В процессе последующей эволюции 
(распространения) фазовые сдвиги между разными гар-
мониками меняются вследствие частотной дисперсии, и 
происходит их постепенная «стохастизация» (система по-
степенно «забывает» начальные условия), что существен-
но отличает этот этап от начального этапа эволюции, на 
котором зависимости r+(t) и I(t) являются почти регуляр-
ными. Расчет динамики компонент для разных началь-
ных фаз функций sn и cn подтвердил, что для выбранных 
нами значений параметров длительность начального эта-
па Dt всегда составляет ~10. Сама же приведенная выше 
интерпретация весьма сходна с классической интерпрета-
цией многоквантовых процессов (включая так называе-
мые немарковские релаксационные процессы), изложен-
ной, например, в [32]. 

Сказанное выше иллюстрирует рис.3, на котором по-
казана зависимость arg = tn+(t) (сплошная линия) эллип-
тической функции sn в выражении (16а) от времени. 
Легко убедиться, что вследствие строго периодической 
модуляции n+(t) (16в) зависимость argt имеет весьма 
сложный и апериодический характер. Светлыми кружка
ми показаны точки {ti, argti}, в которых argti = 4K( m+)n, 
где i, n = 0, 1, 2, ... – целые числа, и начальное значение 
эллиптической функции sn повторяется [20]. Как видно 
из приведенной зависимости, точки t = ti расположены 
на оси времени неравномерно. Более того, в процессе 
эволюции (изменение ti) значение argt изменяется немо-
нотонно, а при достаточно больших n одно и то же зна-
чение arg появляется в разные моменты времени. Это и 
означает, что в процессе эволюции изменение компо-
ненты поля r+(t) со временем в соответствии с (16) при-
обретает сугубо апериодический характер, который 

полностью соответствует характеру зависимостей, по-
казанных на рис.2.

Рис.2.  Зависимости r+(t) (16) и r–(t) (14) – (15) (а и б), а также I(t) = 
r+

2 (t) + r–
2 (t) (в) при k2 = 1, s1 = 1, r0 = 1, s2 = 0.4, r1 = – 0.45, Dk+ = –10, 

Dk– = –1, m+ = 0.3584 и m– = 0.95 для t Î [0, 43].
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«Хаотический» характер эволюции состояния поляри-
зации иллюстрирует рис.4, на котором показана траекто-
рия движения конца вектора Стокса s на сфере Пуанкаре 
[13] при k2 = 1, s1 = 1, r0 = 1, s2 = 0.4, r1 = – 0.45, Dk+ = –10, 
Dk– = –1 для приближенного решения (14) – (16) при m+ = 
0.3584 и m– = 0.95. Для большей наглядности считается, 
что плоскость наблюдения движется с постоянной скоро-
стью и t = 0.54z (t Î [0, 43]). Хорошо виден сугубо аперио-

дический характер эволюции состояния поляризации. 
Причиной нерегулярного изменения, как и в [8, 9, 11, 12], 
является несоизмеримость частот, а также расфазировка 
гармоник фурье-спектра функции r+(t).

5. Заключение 

Итак, в настоящей работе в рамках адиабатического 
приближения получено аналитическое решение неинте-
грируемой задачи распространения плоской эллиптиче-
ски поляризованной световой волны с нулевыми средни-
ми амплитудами ортогональных циркулярно поляризо-
ванных компонент поля через изотропную гиротропную 
среду с локальной и нелокальной составляющими кер-
ровской нелинейности и дисперсией групповых скоро-
стей второго порядка. Установлено, что в этом случае, 
как и в тех ситуациях, которые были ранее рассмотрены в 
[14], существуют связанные за счет нелинейности состоя-
ния ортогонально поляризованных компонент поля с су-
щественно разномасштабной, но согласованной во вре-
мени эволюцией. Причиной этого является то, что вкла-
ды последних в полную энергию системы и в этой ситуа-
ции не обнуляются, поскольку они определяются момен-
тами второго порядка (интенсивностями). Показано, что 
решения, полученные в этом приближении, соответству-
ют случаю с одновременным возбуждением двух нор-
мальных нелинейных мод на существенно разных часто-
тах, т. е. отвечают за режимы распространения (аперио-
дическую эволюцию), напоминающие поляризационный 
«хаос». Отметим также, что в рассмотренной здесь ситуа-
ции (для конкретного выбора значений набора параме-
тров) точных частных периодических решений, которые 
являлись бы альтернативой описанного нами здесь клас-
са приближенных решений, не существует. 

Необходимо также отметить, что постепенный пере-
ход от ситуации с почти регулярной на начальном этапе 
динамикой быстрой компоненты поля к ее апериодиче-
ской («хаотической») эволюции на последующих этапах 
весьма похож на классический переход от регулярной об-
ратимой динамики (неоднородное уширение перехода) к 
необратимым релаксационным процессам за счет так на-
зываемых многоквантовых переходов, описанных, напри-
мер, в [32].

В окрестности рассмотренного минимума req = 0 мож-
но аналогично построить разномасштабные решения за-
дачи (1) как для потенциальной ямы, вытянутой вдоль 
оси r+, когда компонента r+ будет медленной, а r– – бы-
строй, так и в виде других комбинаций эллиптических 
функций: cn(n+t, m+) и sn(n–t, m–), sn(n+t, m+) и sn(n–t, m–), 
cn(n+t, m+) и cn(n–t, m–).
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