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1. Введение

В настоящее время для компенсации потерь в искус-
ственных плазмонных метаматериалах большой интерес 
вызывает применение активных (усиливающих) сред 
[1 – 4]. Использование метаматериала, как правило, пред-
полагает, что рабочий диапазон – это узкая область вбли-
зи плазмонного резонанса частиц, из которых сделан 
данный метаматериал. Собственно этот факт и обуслов-
ливает высокие потери. Для компенсации этих потерь в 
[2] предлагалось вводить в матрицу активные включения. 
При добавлении активной среды в метаматериал на ча-
стотах плазмонного резонанса частицы, окруженные ак-
тивной средой, превращаются в спазеры [2 – 5]. Схемати-
чески [5, 9 – 11] спазер представляет собой систему инверс-
но возбужденных двухуровневых квантовых точек (КТ), 
окружающих плазмонные наночастицы (НЧ). Принцип 
действия спазера аналогичен действию лазера. Роль фо-
тонов играют поверхностные плазмоны (ПП), локализо-
ванные на НЧ [5, 9 – 11], представляющей собой многомо-
довый резонатор. Иными словами, в спазере происходит 
генерация и усиление ближних полей НЧ (плазмонов). 
Усиление ПП происходит за счет безызлучательной пере-

дачи энергии от КТ к НЧ. Так как вероятность безради-
ационного возбуждения плазмона в (kr)–3 раз больше ве-
роятности радиационного высвечивания фотона [12] 
(r – расстояние между центрами КТ и НЧ, k = 2p/l), взаи-
модействие КТ и плазмонной НЧ можно описывать в 
диполь-дипольном приближении (или любом ином ближ-
непольном [13]).

Возбуждение ближними полями КТ плазмонной моды 
у НЧ может привести к дальнейшему вынужденному из-
лучению КТ, окружающих эту НЧ, в ту же плазмонную 
моду и, в конечном счете, к развитию плазмонной генера-
ции, т. е. к возникновению спазера. Ранее в литературе 
рассматривалась система, состоящая из одной НЧ и од-
ной КТ [5, 8, 14, 15]. Однако спазерная схема с одной КТ 
далека от возможной экспериментальной реализации. 
Так, в эксперименте [6] число атомов активной среды зна-
чительно превышает единицу. Отметим, что поведение 
спазера, содержащего большое число КТ [16,17], каче-
ственно отличается от описанной простейшей модели 
спазера, состоящего из одной НЧ и одной КТ. Ниже нами 
рассмотрены коллективные явления на простейшей моде-
ли спазера, содержащего две КТ. 

2. Постановка задачи, основные уравнения

Рассмотрим взаимодействие НЧ с двумя двухуровне-
выми КТ в простейшем случае, когда КТ накачиваются 
так, что их дипольные моменты направлены в одну сто-
рону (рис.1). В этом случае гамильтониан системы можно 
записать в виде

H a a a a1 2 1NP TLS TLS R1 1 2 2 1 1' ' ' 'w w s s w s s s sW= + + + +
@ @ @ @ @t t t t t t t t t t t^ h

 + a a2R 2 2 3 1 2 1 2' 's s s s s sW W+ + +
@ @ @ @t t t t t t t t^ ^h h. (1)

Здесь wNP, wTLS1, wTLS2 – частоты ПП и двух КТ соответ-
ственно; WR1, WR2, W3 – частоты Раби, характеризующие 
взаимодействие двух КТ и НЧ, а также КТ между собой 
соответственно. Операторы at и a @t описывают рождение 
и уничтожение ПП ( , 1a a =

@t t6 @ ), а операторы , , ,1 1 2 2s s s s@ @t t t t  – 
переход между основным и возбужденным уровнями пер-
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вой и второй КТ соответственно; при этом , D1 1 1s s =
@t t t6 @  и 

, D2 2 2s s =
@t t t6 @ , где ,D D1 2t t , – инверсии населенностей в кван-

товых точках. Отметим, что более общий случай четырех-
уровневой системы не приводит к качественно новому 
поведению системы [18].

Для последовательного учета диссипации необходи-
мо иметь в виду, что спазер – открытая квантовая систе-
ма [19]. Для этого необходимо ввести в рассмотрение 
окружение спазера, с которым взаимодействуют НЧ и КТ 
[20 – 22]. Не ограничивая общности, можно считать, что 
это – резервуары, представляющие собой континуум мод 
бозонного поля, взаимодействуя с которыми НЧ и КТ ре-
лаксируют. В зависимости от доминирующего механизма 
релаксации [23] такими бозонами могут быть фононы, 
поляритоны, поверхностные плазмоны и т. д. [24]. Тогда в 
предположении, что время корреляции переменных ре-
зервуара много меньше характерного времени изменения 
системы (марковское приближение), уравнения движения 
Гейзенберга для медленно изменяющихся амплитуд опе-
раторов 2, , , ,a D D1 1 1s st t tt t  запишутся следующим образом:

i i ia a1
R R

a
1 1 2 2t s sD W W= - - -to t t tb l ,

i i iaD D1
1R1 1

1
1 1 3 2 1s d t s sW W= - + +

s
to t t t t tb l ,

2 2i iD a a D D
1

R
D

1 1 1 1 3 2 1 1 2
1 01s s s s s s tW W= - + - -
-@ @ @ @to t t t t t t t t

t t
^ ^h h , (2)

i i iaD D1
2R2 2

2
2 2 3 1 2s d t s sW W= - + +

s
to t t t t tb l ,

2 2i iD a a D D
2

R
D

2 2 2 2 3 1 2 2 1
2 02s s s s s s tW W= - + - -
-@ @ @ @to t t t t t t t t

t t
^ ^h h .

Здесь d1 = wS – wTLS1, d2 = wS – wTLS2 и D = wS – wNP, при этом 
wS – частота генерации, которая будет определена в даль-
нейшем. D01t  и D02t  определяют накачки в первой и второй 
КТ соответственно, tD1 и tD2 определяют скорость нака-
чек. Слагаемые, содержащие времена релаксации ta (НЧ) 
и ts1, ts2 (первой и второй КТ) получаются, как уже бы-

ло отмечено, в марковском приближении (см., напр., 
[21, 22]).

Далее сделаем следующие упрощающие предположе-
ния. Во-первых, будем считать, что КТ одинаковые, поэ-
тому wTLS1 = wTLS2, d1 = d2, ts1 = ts2, tD1 = tD2,  D01 = D02. 
Во-вторых, примем, что обе КТ находятся на одинаковом 
расстоянии от НЧ, поэтому WR1 = WR2 = WR.

С учетом этого система (2) примет следующий вид:

i i ia a1
R R

a
1 2t s sD W W= - - -to t t tb l ,

i i iaD D1
R1 1 1 3 2 1s d t s sW W= - + +

s
to t t t t tb l ,

2 2i iD a a D D
R

D
1 1 1 3 2 1 1 2

1 0s s s s s s tW W= - + - -
-@ @ @ @to t t t t t t t t

t t
^ ^h h , (3)

i i iaD D1
R2 2 2 3 1 2s d t s sW W= - + +

s
to t t t t tb l ,

2 2i iD a a D D
R

D
2 2 2 3 1 2 2 1

2 0s s s s s s tW W= - + - -
-@ @ @ @to t t t t t t t t

t t
^ ^h h .

3. Стационарное решение, условия 
генерации

Найдем стационарное решение системы (3). Для этого 
положим временные производные равными нулю. В ре-
зультате система примет вид

0i i ia1
R R

a
1 2t s sD W W- - - =t t tb l ,

0i i iaD D1
R1 1 3 2 1d t s sW W- + + =

s
t t t t tb l ,

2 2 0i ia a D D
R

D
1 1 3 2 1 1 2

1 0s s s s s s tW W- + - -
-

=
@ @ @ @t t t t t t t t

t t
^ ^h h , (4)

0i i iaD D1
R2 2 3 1 2d t s sW W- + + =

s
t t t t tb l ,

2 2 0i ia a D D
R

D
2 2 2 3 1 2 2 1

2 0s s s s s s tW W- + - -
-

=
@ @ @ @t t t t t t t t

t t
^ ^h h .

Сложив второе и четвертое, а также третье и пятое урав-
нения системы (4), получим

0i i ia D D D D1
R1 2 1 2 3 2 1 1 2d t s s s sW W- + + + + + =

s
t t t t t t t t tb ] ^ ^l g h h ,

2 0i a a D D D2
R

D
1 2 1 2

1 2 0s s s s tW + - + -
+ -

=
@ @ @t t t t t t

t t t
] ^ ^

g h h6 @ . 

(5)

Теперь воспользуемся равенствами ,D D1 1 1 2 2 2s s s s= =t tt t t t  и 
преобразуем первое уравнение (5) к виду

i i a D D1
R1 2 1 2d t s s W- + + +

s
t t t t tb ] ^l g h

 + [ ] 0i D D3 2 1 1 2 2 1s s s sW + + - + =t t t t t t] ^ ]g h g . (6)

В результате получим следующую систему уравнений, 
определяющую стационарное решение:

Рис.1. Геометрия задачи. Стрелками отмечены направления ди-
польных моментов.
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0i ia1
R

a
1 2t s sD W- - + =t t tb ]l g ,

2i a a D D D2 0R
D

1 2 1 2
1 2 0s s s s tW + - + -
+ -

=
@ @ @t t t t t t

t t t
] ^ ^

g h h6 @ ,

i i a D D1
R1 2 1 2d t s s W- + + +

s
t t t t tb ] ^l g h

 + 0i D D3 2 1 1 2 2 1s s s sW + + - + =t t t t t t] ^ ]g h g6 @ . 

(7)

Видно, что система (4) из пяти уравнений свелась к сис-
теме из трех уравнений (7), зависящих от переменных 
, иa D D1 2 1 2s s+ +t t t t t] ^g h.

Теперь перейдем к соответствующим с-числовым 
уравнениям, как это обычно делается при исследовании 
динамики лазеров [8, 14, 21, 25]. Система (7) примет вид

0i ia1
R

a
1 2t s sD W- - + =b ]l g ,

2i a a D D D2* *
R

D
1 2 1 2

1 2 0s s s s tW + - + -
+ -] ] ]g g g6 @  = 0,

i i a D D1
R1 2 1 2d t s s W- + + +

s
b ] ]l g g

 + 0i D D3 2 1 1 2 2 1s s s sW + + - + =] ] ]g g g6 @ . 

(8)

Первое уравнение системы (8) определяет стационарное 
значение дипольного момента НЧ, второе – общий ди-
польный момент двух КТ, а третье – стационарное значе-
ние общей инверсии в КТ. Стоит подчеркнуть, что сведе-
ние пяти операторных уравнений (4) к системе трех урав-
нений (8) для с-чисел не сводится к тривиальной замене 
операторов на с-числа, т. к. в системе уравнений (7) неиз-
вестными являются коллективные операторы 1 2s s+t t  и 
D D1 2+t t . Данный переход предполагает использование 
операторных равенств иD D1 1 1 2 2 2s s s s= =t t t t t t , что неспра-
ведливо в с-числах. Таким образом, хотя операторная си-
стема (4) эквивалентна операторной системе (8), с-чис-
ловые системы неэквивалентны. Переход к с-числам в (4) 
означает «расцепление» всех входящих в нее коррелято-
ров, однако переход к с-числам в системе (8) позволяет 
избежать процедуры «расцепления» большинства из них, 
сделав эту процедуру контролируемым процессом, по-
скольку система (8) эквивалентна системе спазера с одной 
КТ (точность перехода к с-числам подробно исследована 
в [19, 26]). 

Прежде чем исследовать общий случай, заметим, что, 
если КТ не взаимодействуют между собой (W3 = 0), мате-
матически система (8) практически эквивалентна задаче 
поиска стационарного решения в системе с одной КТ и 
НЧ (см. [2, 5, 8, 14]), с той лишь разницей, что теперь в 
уравнениях вместо D0 стоит 2D0.

Далее введем обозначения ( 1/ )ia atW D=- - , Ws =  
( 1/ )id t- - s . Найдем выражение для а из первого уравне-

ния (8):

ia R

a

1 2s s
W

W
=

- +] g , (9)

а затем подставим его во второе уравнение:

2i i i
*

* *

R
R R

a a

1 2 1 2 1 2 1 2s s s s s s s sW
W

W
W

W+ +
+

+ +] ] ] ]g g g g= G

 – D D D2 0
D

1 2 0
t

+ -
=

] g . (10)

Тогда

2 2D D D1 1
*R D

a a
1 2

2
1 2

2
0t s sW

W W
+ =- + + +c m . (11)

Подставим (11) и (9) в третье уравнение системы (8) и по-
лучим

( ) i i D2 1 1 2*R
R

R
a

D
a a

1 2
2

1 2
2

0s s t s sW
W
W W

W W
+

-
- + + +c m; E'

+ 0i D2 1 1 2 1*R D
a a

3
2

1 2
2

0t s sW W
W W

W- + + + - - =sc m; E1 .

  (12)

Для уравнения (12) существуют два вида решения. Во-
первых, это тривиальное решение (отсутствие генерации 
спазера), когда s1 + s2 = 0, a = 0, D1 + D2 = 2D0. Однако су-
ществует и нетривиальное решение, определяемое из ра-
венства нулю выражения в фигурных скобках, из которо-
го можно получить

/ /
( ) ( / )i iD
2 1 1

2
*

R

R

a a D

a
1 2

2
2

0 3
2

3
1

s s
tW W W

W W W W W
+ =

+

- + +s
-

^ h
. (13)

Видно, что левая часть в (13) – действительное поло-
жительное число. Поэтому из условия равенства нулю 
мнимой части выражения, стоящего в правой части (13), 
получим уравнение для частоты генерации, которое, во-
обще говоря, может иметь несколько решений.

Таким образом, уравнение для частоты генерации 
имеет вид

0R R R

a a a

3 2
2 2

3
2

2
3

t t t d t t t
W D W D W W W W

- - - + - =
s s s

. (14)

Отметим, что характерные экспериментальные значения 
констант затухания ta ~ 10–14 c, ts ~ 10–11 c и частот взаи-
модействия WR ~ 1012 c–1, W3 ~ 1011 c–1 удовлетворяют 
условию , R a

1
3

1
% %t tW Ws

- - . В этом приближении получа-
ем следующее решение уравнения (14):

1 1
S NP

R a
3 2w w

t t
W

W
= + -

s
c m. (15)

При этом второй корень уравнения (14) можно оценить 
как /S NP R a2

2
3.w w t tW W- s . Величина wS2 ~ 1016 c–1, и она 

не относится к области используемых в работе приближе-
ний. Условие положительности выражения (13)

2
/

Re
i

iD
R a

0 2
3

3H
W W W

W W
+

+sd n (16)

определяет порог генерации (в расчете на одну КТ):

/ i
iD

2
1

2
1

th
R a
2

3

3

W W W
W W

=
+

+
=s ´ 

(17)

tW+

( / )

( ) ( ) / /
.

R

R

a

a a a

2
3

2
3

2

1
3

2
3 3

1
3

t

t t d d t t

W W D W

D W W W D W D

+ +

+ - + - -s s
- -

^

] ^

h

g h6 6@ @
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Отметим, что, в отличие от случая одной КТ, порог 
генерации Dth при наличии двух КТ возрастает с ростом 
константы взаимодействия между ними (рис.2). Это свя-
зано с тем, что при взаимодействии КТ между собой их 
уровни расщепляются, в результате чего возникает рас-
стройка между частотами перехода КТ и частотой плаз-
монного резонанса НЧ, а это приводит к повышению по-
рога генерации.

Таким образом, с увеличением константы взаимодей-
ствия между КТ пороговое значение накачки увеличива-
ется. Рассмотрим случай, когда при W3 = 0 наблюдается 
генерация, т.е. D0 > Dth(0). При увеличении константы 
взаимодействия W3, как было указано выше, порог гене-
рации будет возрастать и рано или поздно превысит D0,  
произойдет срыв генерации дипольного момента НЧ 
(рис.3).

Если же между частотами НЧ и КТ имеется расстрой-
ка, то взаимодействие между квантовыми точками может 
приводить к понижению порога генерации (рис.4). Это 
связано с тем, что при взаимодействии КТ между собой 
происходит расщепление уровней и эффективное измене-
ние частот перехода КТ, которое может сделать рас-
стройку между НЧ и КТ равной нулю. Это приводит к 
минимизации порога генерации при определенном значе-
нии константы взаимодействия между КТ. При дальней-
шем увеличении взаимодействия между КТ пороговое 
значение накачки увеличивается (см. рис.4). Зави симость 
дипольного момента НЧ от константы взаимодействия 
W3 при расстройке между НЧ и КТ представлена на рис.5. 

Видно, что при некотором оптимальном взаимодействии 
достигается максимальное значение дипольного момен-
та, что соответствует минимуму порога на рис.4. Если же 
уровень накачки меньше порогового значения, генерация 
срывается и дипольный момент НЧ обращается в ноль. 

Заметим, что изменение константы взаимодействия 
W3 между КТ неизбежно приводит к изменению кон-
станты взаимодействия WR между КТ и НЧ. Однако по-
скольку 
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TLS TLS R TLS TLS NP TLS3
3 2 2 3 2

+ +W W +-
-
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где rTLS – TLS – расстояние между КТ и rNP – TLS – расстояние 
между НЧ и серединой линии, соединяющей КТ, то при 
изменении rTLS – TLS сильно изменяется W3, но слабо – WR. 
Поэтому изменением константы взаимодействия между 
КТ и НЧ в данной работе пренебрегается.

Следует отметить, что в области ближних полей суще-
ственно возрастают тепловые потери в наночастице. 
Действительно, как показано в работе [27], тепловые эф-
фекты играют существенную роль в динамике спазера. 
Однако при использовании импульсного режима накач-
ки и при длительности импульса 10– 9 c возможно суще-
ствование 100 плазмонов в наночастице, что на один-два 
порядка больше, чем число плазмонов, рассматриваемое 
нами. Также стоит отметить, что накачку можно осу-
ществлять квантовыми проволоками, которые работают 
не в диффузионном, а в баллистическом режиме [28]. В та-
кой ситуации скорость накачки может быть достаточно 
большой при небольших токах. 

Рис.2. Зависимость порогового значения накачки Dth (в соответ-
ствующих единицах для спазера с одной квантовой точкой, Dth1) от 
константы взаимодействия между КТ W3.

Рис.3. Зависимость дипольного момента наночастицы a от кон-
станты взаимодействия между КТ W3.

Рис.4. Зависимость порогового значения накачки Dth (в соответ-
ствующих единицах для спазера с одной квантовой точкой, Dth1) от 
W3 при расстройке частот между наночастицей и квантовыми точ-
ками D = 3 ́  1013 c–1.

Рис.5. Зависимость дипольного момента наночастицы a от W3 при 
D = 3 ́  1013 c–1.
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4. Выводы

Показано, что наличие двух квантовых точек может 
привести как к увеличению, так и к уменьшению порога 
генерации Dth. При этом решающую роль играет кон-
станта взаимодействия между КТ W3. При нулевой рас-
стройке (wNP = wTLS) взаимодействие между КТ всегда 
приводит к увеличению порога генерации. Существует 
критическое значение константы взаимодействия, при 
котором генерация подавляется, т. е. схема спазера с од-
ной КТ может оказаться предпочтительнее, чем схема с 
двумя КТ. Однако если есть расстройка между частотой 
перехода КТ и частотой плазмонного резонанса НЧ, то,  
изменяя взаимодействие между КТ, можно уменьшить 
порог генерации и увеличить стационарное значение ди-
польного момента. 

Таким образом, учет коллективного взаимодействия 
важен при расчете динамики спазера. Особое внимание 
необходимо уделять взаимодействию элементов актив-
ной среды, которое можно варьировать, изменяя расстоя-
ние между элементами.
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