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1. Введение

В последнее время большое внимание уделяется плаз-
менным методам ускорения электронов [1, 2]. Суть этих 
методов заключается в том, что при прохождении через 
плазму мощного лазерного импульса [3] или сгустка заря-
женных частиц [4] в ней возбуждается кильватерная плаз-
менная волна с большим продольным электрическим по-
лем, которое может быть использовано для ускорения за-
ряженных частиц. Благодаря этому можно достичь на не-
сколько порядков более высоких темпов ускорения, чем 
при использовании стандартных методов. Одним из пер-
спективных режимов возбуждения кильватерной волны 
является сильно нелинейный режим, при котором образу-
ется плазменная структура в форме полости с практиче-
ски полностью отсутствующими электронами плазмы [5].

Интерес представляет и теоретическое исследование 
такого сильно нелинейного режима. Так, для него уда-
лось построить аналитическую модель, описывающую 
огибающую плазменной полости для случая однородной 
плазмы [6]. Позднее было показано, что эту теорию мож-
но обобщить на случай поперечно-неоднородной плазмы 
с осесимметричным профилем плотности [7]. Необходи-
мость такого обобщения возникла при анализе полу-
ченных численно результатов, демонстрирующих, что ис-
пользование плазмы с каналом в ней позволяет получить 
электронные сгустки с малым разбросом по энергии [8].

Недостатком существующих моделей, описывающих 
форму плазменной полости, является то, что в них вво-
дятся различные допущения, не следующие из первых 

принципов. В частности, в этих моделях постулируется 
определенный профиль электронного слоя на границе 
плазменной полости. Встречаются прямоугольный [6, 7] и 
экспоненциальный [9] профили. В настоящей работе мы 
избавляемся от этого допущения и предполагаем, что 
профиль имеет произвольный вид, обобщаем модель 
плазменной полости в поперечно-неоднородной плазме 
[7] и находим уравнение для огибающей плазменной по-
лости, а также показываем, что при определенных усло-
виях выбор профиля не влияет на форму плазменной по-
лости. Мы находим области параметров, для которых 
уравнение для огибающей представляется в простом виде, 
и показываем, что эти области параметров оказываются 
схожими для существенно разных профилей электронно-
го слоя.

2. Общие уравнения

Пусть в плазме с поперечно-неоднородным профилем 
плотности n(r) вдоль продольной оси z распространяется 
лазерный импульс или электронный сгусток, возбуждаю-
щий в ней плазменную полость. Для удобства мы будем 
рассматривать безразмерные величины, в которых время 
нормировано на p

1w- , координаты на /k cp p
1 w=- , импуль-

сы и энергии на mc и mc2 соответственно, заряды на e, 
концентрации на np, а электрическое и магнитное поля на 
mcwp/e. Здесь e > 0 – элементарный заряд; m – масса элек-
трона; c – скорость света в вакууме; np – характерная кон-
центрация плазмы (к примеру, для случая плазмы с глу-
боким каналом это может быть концентрация вне кана-
ла); wp = (4pe2np/m)1/2 – характерная плазменная частота. 
Электромагнитное поле кильватерной волны удобно опи-
сывать с помощью вектора-потенциала A и кильватерно-
го потенциала Y = f – Az, где f – скалярный потенциал 
электромагнитного поля.

Поскольку профиль плазмы цилиндрически-симмет-
ричен, предположим, что поля в кильватерной волне так-
же обладают свойством цилиндрической симметрии, т. е. 
не зависят от азимутального угла j. Также мы будем ис-
пользовать квазистационарное приближение, в котором 
считается, что плазменная полость распространяется в 
плазме со скоростью, близкой к скорости света, и при 
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этом ее структура практически не изменяется во времени. 
В этом приближении все поля зависят только от комбина-
ции времени и продольной координаты x = t – z. Для 
кильватерного потенциала Y и вектора-потенциала A мы 
используем калибровку Лоренца: 

¶
¶

¶
¶( )r r

rA1
r x

Y
=- . (1)

В рамках этой калибровки уравнения для Y и Az разделя-
ются: 

¶
¶

¶
¶

r r
r
r
A J1 z

z=-c m , (2)

¶
¶

¶
¶

r r
r
r

J1
z rY

= -c m . (3)

Данные потенциалы могут быть использованы для на-
хождения полей в кильватерной волне [6, 7, 9].

3. Модель электронного слоя

Согласно уравнению (3) источником для кильватер-
ного потенциала Y является величина S(x, r) = Jz – r. Бу-
дем рассматривать модель плазменной полости, в кото-
рой полагается, что внутри этой полости, ограниченной 
кривой rb(x), полностью отсутствуют электроны плазмы, 
поэтому Jz – r = – rion(r), а на границе плазменной поло-
сти находится тонкий электронный слой. В рамках этой 
модели источник S(x, r) может быть записан следующим 
образом: 

S = sion(r),   r < rb(x), 
(4)

( )
( )

S s g
r rb

0 x
x

D=
-c m,  r > rb(x),

где sion(r) = – rion(r); rb(x) – огибающая плазменной поло-
сти; D – характерная толщина электронного слоя на гра-
нице полости; g(x) – произвольная функция, описывающая 
форму границы. Так, в аналитических моделях [6, 7] ис-
пользуется прямоугольный профиль g(x) = q(1 – x), где 
q(x) – функция Хевисайда, а в работе [9] – экспоненциаль-
ный профиль g(x) = exp(–x).

Для дальнейшего анализа удобно ввести функции 
Mn(x), связанные с профилем электронного слоя: 

3

( ) ( )dM x y g y yn
n

x
= y . (5)

Мы также будем предполагать, что функция g(x) доста-
точно быстро спадает, т. е. все интегралы Mn сходятся, и 
нормирована: M0(0) = 1.

Функция s0(x), входящая в модель (4), может быть 
найдена из уравнения непрерывности аналогично тому, 
как это сделано в работе [7]: 

( )
( ) [1 ( ( )) ( )]

( ( ))
s

r r M
S r

0b b

ion b
0

1
x

x e x
x

D=
+

- , (6)

где e(rb) = D/rb, а функция Sion задается следующим об-
разом: 

( ) ( ) dS r s r r rion ion
r

0
= l l ly . (7)

Стоит отметить, что Sion(r) < 0, т. к. sion(r) = – rion < 0.

4. Решение для потенциала

В рамках модели (4) решение уравнения (3) можно за-
писать в виде Y (x, r) = I(x, r) + Y0(x), где

r
( , ) ( , )d dI r

r
r S r r r

r

0 0
x x=

l
l ll ll ll

ly y . (8)

Вне плазменной полости, т. е. для r > rb, интеграл I пред-
стави́ м в виде суммы двух интегралов по областям внутри 
и вне полости соответственно: I = I1 + I2, где 

( )
( )

dI
r

S r
rionr

1
0

b
x =

l
l

ly , (9)

а I2(x, r) с использованием (6) можно представить в виде 

 ( )
( )

( ) ( )d
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y
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e
e

e
e

=
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+; Ey , (10)

где x(x, r) = [r – rb(x)]/D; e = e(rb(x)). Исходя из условия, что 
при r ® ¥ потенциал Y должен стремиться к нулю, мы 
можем найти Y0(x): 

( )
( ) ( ) ( )
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r
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r
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b
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l
l
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где функция b(rb) введена следующим образом: 

3
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( )
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e

e
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e
=

+ +

+; Ey . (12)

В случае прямоугольного профиля данное определение 
функции b совпадает с определением из [7]. В работе [9], 
где рассматривается экспоненциальный профиль g(x) = 
exp(–x), данное обозначение не используется, но вычисле-
ние функции b(rb) для этого профиля позволяет получить 
такое же выражение для потенциала, как и в [9].

Таким образом, выражение для потенциала внутри 
плазменной полости можно записать в виде 

( , )
( ) ( ) ( )
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r

S r
r
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ion ion b b

r

rb
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b
Y =- -

l
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ly . (13)

Здесь зависимость потенциала от координаты x опреде-
ляется огибающей полости rb(x). Выражение, полученное 
для потенциала Y внутри плазменной полости, по своему 
виду практически полностью совпадает с выражением, 
полученным в работе [7], отличаясь лишь определением 
функции b(rb), которая в общем случае задается выраже-
нием (12). Соответственно, полученное в работе [7] при 
помощи данного потенциала уравнение для огибающей 
плазменной полости также будет справедливо. Таким об-
разом, огибающая плазменной полости rb(x) описывается 
уравнением

b b+( ) ( ) ( ) ( ) ( ) /A r r B r r C r rb b b b
2 xL+ =ll l , (14)
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где L(x) определяется электронными сгустками внутри 
полости,

( ) ( , ) dJ r r r
( )

z

r

0

b

x xL =-
x

l l ly , (15)

а коэффициенты, зависящие от функций Sion(rb) и b(rb), в 
общем случае имеют такой же вид, как и в работе [7], но 
для функции b(rb), задаваемой соотношением (12). Следу-
ет отметить, что в уравнении (14) для простоты учтена 
возможность возбуждения полости только электронным 
сгустком. В случае, когда учитывается и действие лазер-
ного поля, в коэффициенте C и в правой части уравнения 
появляются дополнительные члены, зависящие от векто-
ра-потенциала лазерного поля, вид которых найден в ра-
боте [7].

Таким образом, нами показано, что для профиля элек-
тронного слоя произвольной формы можно найти урав-
нение второго порядка, которому подчиняется граница 
плазменной полости rb(x).

5. Приближения в уравнении для огибающей

В некоторых случаях уравнение (14) может быть зна-
чительно упрощено. Рассмотрим ситуацию, когда элек-
тронный слой на границе плазменной полости является 
достаточно тонким по сравнению с размерами полости, 
т. е. D << rb, что соответствует e(rb) = D/rb << 1. В таком 
случае функцию b(rb) можно линеаризовать по малому 
параметру e(rb). Из (12) легко видеть, что при e << 1

b(rb) » 
3

( ) 2 (0)dM y y M2 0 1
0

e e=y . (16)

В частности, для прямоугольного профиля g = q(1 – x) ли-
нейное разложение записывается как b » e(rb), а для экс-
поненциального профиля g = exp(–x) – как b » 2e(rb). Та-
ким образом, b(rb) ® 0 при e ® 0 для любой формы грани-
цы плазменной полости. В данном пределе два коэффи-
циента в уравнении (14) для формы плазменной полости 
можно записать в более простом виде: 

A(rb) » 1
( )S r
2

ion b
- , 

(17)

B(rb) » 
( )s r r
2

ion b b
- .

Коэффициент C(rb) в уравнении (14) имеет следующий вид: 

( )
( )

1
( ) ( )

C r
r

S r S r r
2

1
2b

b

ion b ion b b
2b

=- + -
-

c m; E. (18)

Существуют два предельных случая, когда вид этого ко-
эффициента тоже можно упростить.

5.1. Приближение бесконечно тонкого слоя

Допустим, что величина D настолько мала, что |Sion  b/2| 
<< 1. С учетом выражения (16) это условие можно перепи-
сать в следующем виде:

D << 
( )S r M

r
0ion b

b

1
. (19)

В таком предельном случае C(rb) » – Sion(rb)/rb, и уравне-
ние для огибающей rb(x) будет иметь вид 

b
2

b( 2) ( ) 2 2 ( )S r r s r r Sion b ion b ion
2 xL- + + =-ll l . (20)

Следует отметить, что коэффициенты этого уравнения не 
зависят от функции g(x), т. е. от профиля электронного 
слоя на границе полости.

Для примера рассмотрим область применимости это-
го приближения для случая однородной плазмы, т. е. 
rion(r) = 1. В этом случае, в соответствии с определением 
(7), Sion(rb) = – rb

2 /2, поэтому условие (19) записывается 
как D << 2/(rb M1(0)). На рис.1,а, б показана область пара-
метров, в которой данное приближение справедливо для 
прямоугольного (g = q(1 – x)) и экспоненциального (g = 
exp(–x)) профилей электронного слоя на границе плаз-
менной полости. Видно, что данное приближение хоро-
шо описывает плазменную полость только при очень ма-
лых значениях D. При этом области параметров для пря-
моугольного и экспоненциального профилей визуально 
практически не различаются, если в качестве второго па-
раметра для экспоненциального профиля брать 2D вме-
сто D. Это объясняется тем, что для экспоненциального 
профиля коэффициент перед линейным разложением функ-
ции b(rb) в два раза больше, чем для прямоугольного.

5.2. Релятивистское приближение

Рассмотрим теперь случай, противоположный преды-
дущему, т. е. 

 D >> 
( ) (0)S r M
r

ion b

b

1
. (21)

Рис.1. Максимальная относительная ошибка O вычисления коэф-
фициентов A, B и C в приближении бесконечно тонкого слоя (а, б) 
и в релятивистском приближении (в, г) по сравнению с точным чис-
ленным решением в пространстве параметров rb, D для прямо-
угольного (а, в) и экспоненциального (б, г) профилей электронного 
слоя в случае однородной плазмы. Сплошные кривые соответст-
вуют уровню 0.25, штриховые кривые отвечают D = 4/rb (а, в) и 
2D = 4/rb (б, г).
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Физически это условие соответствует тому, что электро-
ны в границе плазменной полости являются релятивист-
скими, поэтому данное приближение носит название ре-
лятивистского. Это условие можно выполнить одновре-
менно с D << rb, если плазменная полость достаточно ве-
лика. В этом случае C(rb) » – Sion(rb)/(2rb), а в коэффици-
енте A(rb) мы также должны пренебречь единицей, поэто-
му уравнение для rb(x) записывается в следующем виде: 

b
2 ( ) 2 ( )S r r s r r Sion b ion b b ion

2 xL+ + =-ll l . (22)

В этом приближении коэффициенты уравнения также не 
зависят от профиля электронного слоя на границе поло-
сти, поэтому уравнение совпадает с полученным в работе 
[7]. Именно это приближение часто дает результаты, со-
ответствующие результатам численного моделирования 
PIC-методом [6, 7].

Для примера рассмотрим также области параметров, 
где данное приближение справедливо, в случае однород-
ной плазмы при тех же двух (прямоугольном и экспонен-
циальном) профилях электронного слоя на границе поло-
сти. Данные области показаны на рис.1,в, г. Как и в пре-
дыдущем случае, они практически неотличимы при 
ис пользовании D и 2D в качестве второго параметра для 
прямоугольного и экспоненциального профилей соответ-
ственно. При этом видно, что для выполнения приближе-
ния неравенство (21) можно заменить менее строгим, D ³ 
2rb /M1(0). Данное приближение несправедливо и при ма-
лых поперечных размерах rb. Это означает, что в его рам-
ках нельзя описать процесс возбуждения плазменной по-
лости, т. к. изначально rb = 0. Стоит отметить, что для лю-
бой заданной величины D можно найти плазменную по-
лость достаточно большого размера rb, при котором это 
приближение будет выполняться, что объясняет, почему 
это приближение часто достаточно хорошо согласуется с 
результатами численного моделирования PIC-методом.

6. Заключение

На основе уже созданной теории плазменной полости 
в поперечно-неоднородной плазме нами рассмотрена обоб-
щенная модель электронного слоя на границе плазмен-
ной полости, в которой профиль слоя имеет не только 
прямоугольную или экспоненциальную форму, как в пред-
шествующих работах, но может быть описан произволь-
ной функцией.

В рамках этой модели найден потенциал внутри плаз-
менной полости и показано, что он имеет такой же вид, 
как и в частном случае теории для прямоугольного про-
филя, но вид используемой в нем функции b(rb) начинает 
зависеть от формы электронного слоя. Это позволяет 
применять дифференциальное уравнение второго поряд-
ка для описания огибающей плазменной полости и в об-
щей теории.

Также показано, что уравнение для плазменной поло-
сти в общем случае имеет два приближения, в рамках ко-
торых оно не зависит от толщины и профиля электронно-
го слоя на границе полости. Области применимости при-
ближений оказываются схожими для существенно раз-
ных профилей (при соответствующем переопределении 
параметра толщины D). Это позволяет сделать вывод о 
том, что выбираемая форма профиля слабо влияет на 
форму огибающей плазменной полости, и оправдать опи-
сание плазменной полости при помощи простой модели с 
прямоугольным профилем электронного слоя на границе.

Однако профиль электронного слоя оказывает суще-
ственное влияние на электромагнитное поле вне плазмен-
ной полости, знание о котором необходимо для анализа 
процессов инжекции и самоинжекции электронов. На-
хождение этого поля для произвольного профиля элек-
тронного слоя остается темой будущих работ.

Вывод общих уравнений и построение аналитической 
модели (А.А.Голованов) выполнены при поддержке 
Правительства РФ (проект № 14.B25.31.0008), анализ 
предельных случаев модели (И.Ю.Костюков) выполнен 
при поддержке РНФ (проект №16-12-10383).
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