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1. Введение

Проблема	метрологии	оптических	ультракоротких	им-
пульсов	 (УКИ),	 несмотря	 на	 активные	 исследования	 в	
послед	ние	 десятилетия,	 остается	 очень	 актуальной	 для	
лазерной	физики	[1].	Интерес	к	данной	проблеме	обуслов-
лен	еще	и	тем,	что	параметры	генерируемых	современны-
ми	лазерными	системами	импульсов	достигают	экстре-
мальных	значений:	сверхширокой	спектральной	полосы	
и	предельно	короткой	длительности,	кроме	того,	эти	па-
раметры	зачастую	реализуются	в	мало	освоенных	с	точ-
ки	 зрения	 физики	 УКИ	 спектральных	 диапазонах,	 где	
применение	 существующих	 методов	 затруднено.	 Поми-
мо	этого,	важным	и	активно	обсуждаемым	в	настоящее	
время	аспектом	измерения	УКИ	является	получение	пол-
ной	пространственно-временной	информации	об	оптиче-
ском	 пучке,	 что	 требует	 фактически	 измерения	 времен-
ной	формы	импульса	в	каждой	точке	его	поперечного	се-
чения	 [2].	Данная	задача	особенно	актуальна	для	сверх-
мощных	лазерных	систем	и	для	экспериментов	по	нели-
нейному	взаимодействию	сверхсильного	лазерного	излу-
чения	с	материей.	В	этом	отношении	особенно	перспек-
тивными	 являются	 одноимпульсные	 методы	 измерения	
формы	ультракороткого	импульса,	а	также	методы,	лег-
ко	адаптируемые	для	одновременного	измерения	во	мно-
гих	точках	по	поперечному	сечению	пучка.

Для	полной	характеризации	УКИ	необходимо	полу-
чить	информацию	как	о	временной	форме	его	интенсив-
ности,	так	и	о	временной	форме	фазы.	Среди	широко	ис-
пользуемых	 способов,	 позволяющих	 получить	 данную	
информацию	из	экспериментальных	измерений	и	не	тре-
бующих	заранее	известного	опорного	импульса,	следует	
отметить	 методы	 оптического	 стробирования	 со	 спек-
тральным	разрешением	(FROG)	[3,	4]	и	методы,	основан-

ные	 на	 извлечении	 спектральной	 фазы	 по	 наблюдению	
спектральной	 интерферометрии.	 К	 последним	 надо	 от-
нести	метод	SPIDER	[5],	основанный	на	наблюдении	спек-
тральной	интерференции	двух	сдвинутых	по	частоте	ко-
пий	исследуемого	импульса	и	имеющий	прямой	алгоритм	
восстановления	формы	импульса,	а	также	способы,	в	ко-
торых	опорный	импульс	генерируется	из	исследуемого	с	
помощью	некоторого	нелинейного	процесса	(SRSI	–	Self-
referenced	 spectral	 interferometry	 [6]),	 такого	как	процесс	
генерации	 ортогонально	 поляризованной	 волны	 (XPW)	
[7].	Менее	распространены	методики,	использующие	авто-
корреляционные	 измерения	 с	 дополнительными	 спек-
тральными	или	интерференционными	измерениями	и	со-
ответствующие	итерационные	алгоритмы	решения	обрат-
ной	задачи	[8].	

Отдельный	интерес	представляют	методы,	основанные	
на	измерении	спектра	(здесь	и	далее	мы	подразумеваем,	
что	измеряется	модуль	спектра)	импульса	после	прохож-
дения	 им	 среды	 с	 кубической	 (керровской)	 нелинейно-
стью.	Спектры	таких	импульсов	существенно	зависят	от	
спектральной	фазы	исходного	импульса	[9].	Метод,	пред-
ложенный	в	 работе	 [10]	 и	 развитый	далее	 в	 [11],	 долгое	
время	не	привлекал	особого	внимания	в	силу	существен-
ных	ограничений	его	применимости.	Недавно	было	пока-
зано,	что	с	помощью	дополнительного	третьего	измере-
ния	спектра	при	прохождении	импульсом	среды	с	другим	
значением	керровской	нелинейности	или	другой	толщи-
ны	возможно	существенно	расширить	область	примени-
мости	метода	[12].	Метод	был	успешно	использован	для	
измерения	формы	 импульса	 в	 сверхмощной	 параметри-
ческой	 системе	 [12]	 с	 тонкими	 пластиковыми	 пленками	
в	качестве	среды	с	кубической	нелинейностью.	Достоин-
ством	данного	метода	является	относительно	простая	экс-
периментальная	 реализация	 в	 случае	 мощной	 лазерной	
системы	с	интенсивностью	на	уровне	~1	ТВт/см2	и	более	
в	режиме	одного	импульса.	Однако	необходимость	реги-
страции	 спектра	 при	 двух	 толщинах	 нелинейной	 среды	
затрудняет	 применение	 данного	 метода	 для	 измерения	
характеристик	импульса	в	поперечном	сечении	пучка.

В	настоящей	работе	мы	предлагаем	новый	метод	из-
мерения	УКИ,	требующий	всего	лишь	одного	нелинейно-
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го	элемента	в	исследуемом	лазерном	пучке.	Метод	может	
быть	достаточно	легко	адаптирован	для	одновременного	
измерения	во	многих	точках	по	поперечному	сечению.

2. Идея метода измерения 

Принцип	измерения	амплитуды	и	фазы	УКИ,	предла-
гаемый	 в	 настоящей	 работе,	 заключается	 в	 следующем.	
Проводятся	измерения	трех	спектров:	спектра	импульса	
до	прохождения	нелинейной	среды,	спектра	импульса	по-
сле	прохождения	нелинейной	(керровской)	среды,	а	так-
же	спектра	когерентной	суммы	этих	двух	импульсов.	Из	
указанных	 спектров	алгоритм	восстанавливает	поле	ис-
ходного	импульса.	Отличием	данного	метода	от	рассмот-
ренных	ранее	является	дополнительное	наблюдение	спек-
тральной	интерференции	входного	импульса	и	импульса,	
прошедшего	через	нелинейную	среду,	что	позволяет	да-
лее	 получить	 информацию	 об	 изменении	 спектральной	
фазы	импульса	при	прохождении	нелинейного	элемента.	

На	 рис.1	 показан	 предполагаемый	 вариант	 практи-
ческой	реализации	данной	схемы,	удобный	для	проведе-
ния	эксперимента	на	установках,	работающих	в	одноим-
пульсном	режиме.	Пучок	мощного	излучения	посылается	
на	тонкую	пластинку	из	нелинейного	материала	под	не-
большим	 углом	 к	 нормали.	Отраженные	 от	 передней	 и	
задней	грани	пластинки	сигналы	направляются	на	спек-
трометр	 для	 наблюдения	 спектральной	 интерференции.	
Сигнал,	отраженный	от	задней	грани,	имеет	значительно	
меньшую	интенсивность,	чем	исходный	сигнал	(~4%	для	
типичных	 значений	 показателя	 преломления),	 поэтому	
влиянием	нелинейности	при	его	обратном	проходе	через	
пластинку	можно	пренебречь.	Измерения	трех	спектров	
могут	проводится	как	тремя	спектрографами,	так	и	одним	
спектрографом,	 если	 три	 пучка	 будут	 разведены	 в	 пло-
скости,	перпендикулярной	плоскости	рисунка.	

При	хорошей	видности	спектральной	интерференци-
онной	картины	возможно	извлечение	всех	трех	спектров	
из	двух	измерений	(спектра	на	выходе	и	спектральной	ин-
терференции),	что	делает	предложенный	метод	одним	из	
наиболее	простых	в	экспериментальной	реализации:	схе-
ма	состоит	фактически	из	одного	нелинейного	элемента	
и	измерителя	спектра.

Предложенная	конфигурация,	в	принципе,	позволяет	
проводить	измерения	исходного	и	преобразованного	спек-
тров,	а	также	интерференционного	спектра	в	одной	и	той	
же	точке	по	поперечному	сечению	пучка,	что	может	быть	
важно	для	диагностики	пространственно-временных	ис-
кажений.	При	использовании	в	качестве	регистрирующе-
го	элемента	в	спектрометрах	двумерных	массивов	фото-
приемников	(камер)	можно	в	одноимпульсном	режиме	за-

писать	набор	спектров	вдоль	линии,	параллельной	щели	
спектрометра.	Это	дает	возможность	далее	восстановить	
временную	форму	вдоль	выбранной	линии	в	поперечном	
сечении	пучка.

3. Алгоритм восстановления формы  
импульса 

Пусть	 поле	 импульса	 на	 входе	 в	 нелинейную	 среду	
представлено	в	виде	E(x,	y,	z,	t)	=	Re	(Ain(t))	exp	(–iw0t),	где	
Ain(t)	–	комплексная	огибающая,	а	w0	–	несущая	частота.	
Введем	операторы	прямого	и	обратного	преобразования	
Фурье	следующим	образом:
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Тогда	спектр	входного	сигнала,	измеряемый	в	экспе-
рименте,	можно	записать	в	виде	

S0(w)	=	|F [Ain]|2.	 (3)

При	прохождении	через	среду	с	керровской	нелиней-
ностью	за	счет	эффекта	фазовой	самомодуляции	импульс	
приобретает	 дополнительную	 фазу	 во	 временном	 пред-
ставлении.	Комплексная	огибающая	импульса	на	выходе	
нелинейной	среды	имеет	вид	[13]

ANL(t)	=	Ain(t)	exp(igd|Ain(t)|2),		 (4)

где	g	–	коэффициент	нелинейности	среды,	а	d	–	толщина	
пластинки.	Максимальный	 набег	 нелинейной	фазы	 при	
прохождении	 нелинейной	 среды	 характеризуется	 значе-
нием	B-интеграла	

| | | | ,dB A z d Amax max

d 2

0

2g g= =y 	 (5)

где	|Amax|2	–	пиковая	интенсивность	сигнала.	
Измеряемая	 в	 эксперименте	 спектральная	 интенсив-

ность	на	выходе	нелинейной	среды	

S1(w)	=	|F [ANL ]|2.	 (6)

Подчеркнем,	что	мы	не	предполагаем	известными	зна-
чение	пиковой	интенсивности	входного	сигнала	|Amax|2 
и	 величину	 нелинейности	 среды	 g,	 а	 также	 их	 произве-
дение.	Влиянием	дисперсионных	эффектов	и	нелинейных	
эффектов	высших	порядков	будем	пренебрегать,	полагая	
нелинейную	среду	достаточно	тонкой,	а	ширину	спектра	
не	слишком	большой.	

Спектральная	интенсивность	когерентной	суммы	сиг-
налов	со	входа	и	выхода	нелинейной	среды	имеет	вид	

S01(w)	=	|F [Ain ]	+	F [ANL(t	+	t) ]|2.	 (7)

Здесь	мы	учли,	что	сигнал	с	выхода	нелинейной	сре-
ды	приходит	на	спектрометр	с	временной	задержкой	t	=	
2nd/c	относительно	входного	сигнала,	где	n	–	показатель	
преломления	пластинки,	а	c	–	скорость	света.

Рис.1.	 Принцип	 построения	 схемы	 для	 измерения	 поля	 ультра-
коротких	импульсов.	
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Теперь	 задача	 восстановления	 формы	 исследуемого	
импульса	может	быть	сформулирована	следующим	обра-
зом:	по	известным	спектрам	S0,	S1	и	S01	найти	такую	ком-
плексную	огибающую	входного	поля	Ain(t),	чтобы	для	не-
которого	значения	произведения	gd|Amax|2	выполнялись	
соотношения	 (3),	 (4),	 (6),	 (7).	На	данный	момент	нам	не	
известно	о	возможности	прямого	решения	данной	обрат-
ной	задачи,	тем	не	менее	подобные	задачи	успешно	реша-
ются	 с	 помощью	 различного	 рода	 итерационных	 алго-
ритмов.

Первый	этап,	заключающийся	в	извлечении	разности	
спектральных	фаз	сигналов	на	входе	и	выходе	нелиней-

ной	 среды	f(w)	 =	 arg(F [ANL])	 –	 arg(F [Ain])	 может	 быть	
выпол	нен	с	помощью	прямого	алгоритма,	многократно	
обсуждавшегося	при	решении	задач	спектральной	интер-
ферометрии	 [1,	6].	 Алгоритм	 основан	 на	 выделении	 бы-
стро	осциллирующей	составляющей	интерференционно-
го	спектра	с	помощью	обратного	преобразования	Фурье	
во	 временную	 область	 S01(t)	 =	 F –1 [S01(w)],	 фильтрации	
компоненты,	 находящейся	 в	 интервале	 времен	 около	 t,	
прямого	 преобразования	Фурье	 отфильтрованного	 сиг-
нала	S'01(t)	 в	 частотную	область	S'01(w)	 =	F [S'01(t)]	 и	 из-
влечения	фазы	из	 получившейся	 комплексной	функции.	
Пример	 извлечения	 фазы	 из	 интерференционного	 спек-
тра	показан	на	рис.2.

Далее	для	построения	приближенного	решения	зада-
чи	восстановления	формы	импульса	мы	предлагаем	ите-
рационный	 алгоритм,	 схема	 которого	 представлена	 на	
рис.3.	Алгоритм	использует	принципы,	лежащие	в	осно-
ве	 итерационных	 алгоритмов	 восстановления	 фазы	 по	
данным	 спектральной	и	 временной	интенсивности	 типа	
алгоритма	Гершберга	–	Сакстона	[14].	

Работа	алгоритма	начинается	с	блока	1,	на	вход	кото-
рого	на	первой	итерации	поступает	исходная	догадка	о	
комплексном	 спектре	 импульса	 на	 выходе	 нелинейной	
среды	A0(w),	в	качестве	которой	может	быть	выбран	шу-
мовой	 сигнал	 со	 случайной	 спектральной	 фазой.	 Далее	
будет	пояснено,	почему	отправной	точкой	выбран	выход-
ной,	а	не	входной	сигнал.	В	блоке	1	происходит	замена	
модуля	 спектра	 на	 измеренный	 в	 эксперименте	 спектр	

S1 	с	сохранением	спектральной	фазы.	Полученный	ком-
плексный	спектр	подается	на	вход	блока	2,	кроме	того,	
сигнал	во	временном	представлении	A1(t),	 полученный	
после	 обратного	 преобразования	 Фурье,	 поступает	 на	
вход	блоков	5	и	3.	В	блоке	2	используется	информация	
об	измеренной	разности	спектральных	фаз	сигнала	до	и	
после	прохождения	нелинейной	среды	f(w),	а	также	ин-
формация	об	измеренном	модуле	спектра	на	входе	в	не-
линейную	среду	S0.	После	блока	2	вычисляется	комплекс-
ный	 спектр	 сигнала	на	 входе	 в	 нелинейную	 среду	A2(t).	
В	 типичной	 ситуации	 ширина	 спектра	 входного	 сигна-
ла	меньше	ширины	спектра	выходного	сигнала,	поэтому	
влияние	 неточности	 в	 определении	 спектральной	 фазы,	
в	особенности	на	краях	 спектра,	ослабляется	в	блоке	2.	
Этим	 обусловлен	 выбор	 стартовой	 точки	 алгоритма	 с	
наиболее	широкого	 спектра.	Для	 случая,	 когда	ширина	
выходного	спектра	меньше	входного	(например,	при	на-
личии	соответствующей	фазы	у	входного	импульса),	алго-

Рис.2.	 Спектр	 (закрашенная	 область)	 и	 фаза	 (сплошная	 кривая)	
импульса	на	входе	в	нелинейную	среду	и	спектр	(пунктирная	кри-
вая)	и	фаза	(штриховая	кривая)	на	выходе	нелинейной	среды	(а),	
а	также	интерференционный	спектр	(закрашенная	область)	и	раз-
ность	фаз	f(w),	полученная	прямым	вычислением	(сплошная	кри-
вая)	 и	 извлеченная	 из	 интерференционного	 спектра	 (пунктирная	
кривая)	(б).

Рис.3.	 Схема	итерационного	алгоритма	восстановления	формы	импульса;	FFT	и	FFT –1	–	быстрое	прямое	и	обратное	преобразования	
Фурье.



239Метод	измерения	амплитуды	и	фазы	ультракоротких	лазерных	импульсов...

ритм	может	быть	легко	модифицирован	с	помощью	заме-
ны	S0	на	S1,	f	на	–	f	и	g	на	–	g.

Блоки	3	и	4	используются	для	учета	нелинейного	рас-
пространения	сигнала.	В	блоке	3	моделируется	обратное	
распространение	от	выхода	ко	входу	с	помощью	добавле-
ния	 соответствующей	 временной	 фазы	 (4),	 а	 в	 блоке	 4	
происходит	 замена	 амплитуды	 полученного	 спектра	 на	
измеренную	экспериментально	 S0 .	Поскольку	величина	
нелинейности	среды	предполагается	неизвестной,	в	про-
стейшем	варианте	алгоритма	ее	можно	подбирать	на	каж-
дой	итерации.	Это	можно	сделать	с	помощью	нескольких	
проходов	блоков	3	и	4	с	различными	пробными	значени-
ями	нелинейности	gd,	наилучшее	из	которых	выбирается	
при	достижении	минимального	отклонения	получающе-
гося	спектра	|A3(w)|2	от	измеренного	экспериментально	
спектра	S0.

В	блоке	5	осуществляется	коррекция	временной	фор-
мы	профиля	интенсивности	импульса.	При	этом	исполь-
зуется	 тот	 факт,	 что	 профиль	 интенсивности	 импульса	
должен	совпадать	на	входе	и	выходе	нелинейной	среды:	
|A1(t)|	=	|A2(t)|	(см.	выражение	(4)).	Также,	в	случае	схо-
димости	к	правильному	ответу,	с	этим	профилем	должен	
совпадать	и	профиль	интенсивности,	полученный	в	бло-
ке	4,	|A3(t)|	=	|A1(t)|	=	|A2(t)|.	В	качестве	скорректиро-
ванного	профиля	интенсивности	для	следующей	итерации	
было	 выбрано	 среднее	 геометрическое	 интенсивностей	
(|A1(t)|| A2(t)|| A3(t)|)1/3.	Данный	выбор	давал	 хорошие	
резуль	таты	на	различных	формах	тестовых	импульсов,	
тем	не	менее	другие	функции,	такие	как	среднее	арифме-
тическое,	в	том	числе	с	различными	весами,	могут	давать	
в	некоторых	случаях	лучшие	результаты.	

Контроль	 сходимости	 алгоритма	 к	 правильному	 ре-
шению	 осуществлялся	 с	 помощью	 вычисления	 несоот-
ветствия	восстановленных	спектральных	интенсивностей	
A1(w),	A3(w)	экспериментально	измеренным	S0	и	S1,	а	так-
же	несоответствия	между	собой	восстановленных	огиба-
ющих	 импульсов	 на	 входе	 и	 выходе	 нелинейной	 среды	
A1(t)	и	A2(t):
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а	N	–	число	точек	разбиения	во	временной	(и	спектраль-
ной)	области.	При	работе	алгоритма	минимизировалась	
безразмерная	величина	ошибки	D	=	D0	+	D1	+	D2,	которая	
стремится	 к	 нулю	при	 приближении	 к	 правильному	 ре-
шению.	

Интересной	особенностью	данного	алгоритма	явля-
ется	 то,	 что	 для	 многих	 тестовых	форм	 импульсов	 на-
хождение	правильного	решения	возможно	без	использо-
вания	«нелинейной	ветви»	(блоков	3	и	4).	В	этом	случае	
работа	 алгоритма	фактически	 была	 основана	 лишь	 на	
требовании	равенства	профилей	интенсивности	импуль-

сов	на	входе	и	выходе	нелинейной	среды	без	использова-
ния	соотношения	для	временной	фазы	(4),	при	этом	мини-
мизировалось	 значение	D0	 +	D2.	 По	 всей	 видимости,	 в	
данном	 варианте	 для	 некоторых	 случаев	 задача	 может	
иметь	несколько	точных	решений	или	сильно	различаю-
щиеся	 решения	 с	 весьма	 близкими	формами	 восстанов-
ленных	спектральных	интенсивностей,	примеры	которых	
действительно	были	найдены	в	тестовых	расчетах.	Тем	не	
менее	режим	алгоритма	с	отключенной	обратной	связью	
по	«нелинейной	ветви»	может	использоваться	для	ускоре-
ния	работы	на	нескольких	промежуточных	итерациях	 с	
периодическим	контролем	решения	с	учетом	нелинейно-
сти.	В	таком	варианте	поиск	значения	gd	требуется	лишь	
на	 некоторых	 итерациях.	 В	 нашей	 реализации	 предло-
женного	алгоритма	мы	подбирали	значение	нелинейно-
сти	 на	 каждой	 пятой	 итерации	 с	 помощью	 нескольких	
проходов	блоков	3	и	 4.	Поиск	осуществлялся	простым	
перебором	 в	 диапазоне	 значений	 B-интеграла	 0.3	–	6	 с	
шагом	0.05,	что	по	нашим	наблюдениям	обеспечивает	до-
статочную	 точность	 восстановления	и	 скорость	 работы	
алгоритма.	Кроме	того,	был	реализован	механизм	защи-
ты	от	стагнации	алгоритма.	При	отсутствии	уменьшения	
ошибки	в	течение	150	итераций	профиль	интенсивности	
импульса	 заменялся	 на	 лучший	 найденный	 на	 текущий	
момент	профиль	с	добавлением	случайных	возмущений.	

4. Численное моделирование 

С	целью	проверки	возможности	применения	предло-
женного	 метода	 были	 проведены	 различные	 численные	
эксперименты,	в	которых	были	использованы	несколько	
тестовых	форм	входных	импульсов	как	в	идеализирован-
ных	 условиях	 при	 отсутствии	шумов,	 так	 и	 в	 условиях,	
приближенных	к	экспериментальным.	

Выбор	тестовых	форм	импульса,	которые	хорошо	вы-
являют	 потенциальные	 проблемы	 в	 работе	 алгоритмов	
восстановления,	 многократно	 обсуждался	 при	 рассмот-
рении	ранее	предложенных	методов,	таких	как	FROG	[3]	
и	 метод	 спектральной	 интерферометрии	 [15],	 и	 при	 по-
иске	не	однозначностей	при	их	применении.	

Все	численные	эксперименты	проводились	при	разме-
ре	временной	и	спектральной	сеток	512	точек,	что	соот-
ветствует	 типичному	 разрешению	 ИК	 камер.	 Толщина	
пластинки	соответствовала	временному	сдвигу	2.9	пс.	Да-
лее	мы	не	будем	приводить	спектры	интерференции	как	
не	несущие	полезной	визуальной	информации,	но	будем	
приводить	 спектральные	фазы	 сигналов	 на	 входе	 и	 вы-
ходе	нелинейной	среды.	

Первая	 серия	численных	тестов	позволяет	убедиться	
в	 возможности	восстановления	предложенным	алгорит-
мом	импульсов	с	квадратичной	и	кубической	временной	
фазой.	Комплексная	огибающая	входного	импульса	имеет	
вид	A(t)	=	exp(–t2/T 2	+	iat2	+	i	bt2),	где	T	–	длительность	
импульса,	а	a,	b	–	коэффициенты	квадратичной	и	куби-
ческой	фазы	импульса.	На	рис.4	показаны	результаты	ра-
боты	 алгоритма	 для	 импульсов	 с	 различными	парамет-
рами.	Видно,	что	во	всех	случаях	как	форма	временной	
огибающей	импульса,	так	и	его	фаза	были	восстановлены	
практически	идеально.	Правильно	восстановлены	также	
и	спектральные	фазы	исходного	и	преобразованного	им-
пульсов,	 что	 говорит	о	 верном	подборе	 коэффициента	
нелинейности.	

Далее	 были	 протестированы	 различные	 более	 слож-
ные	формы	 огибающей	 и	фазы	 импульса.	На	 рис.5,а – в 
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приведены	результаты	для	супергауссова	импульса	с	по-
линомиальной	фазой	A(t)	=	exp(–t4/T 4	+	iat2	+	ibt3	+	idt4),	
где	T	=	200	фс,	a	=	2	пс–2,	b	=	100	пс–3,	d	=	100	пс–4.	На	
рис.5,г – е	показан	пример	восстановления	импульса	с	пьеде-
сталом	с	огибающей	A(t)	=	a	exp(–t2/T1

2)	+	exp[–(t – s2)2/T2
2	+	

ia(t – s2)2],	где	a	=	0.3,	T1 =	400	фс,	T2	=	200	фс,	s2	=	–400	фс,	
a	=	2	пс–2.	В	примере,	показанном	на	рис.5,ж – и,	рассмот-
рен	импульс	с	осциллирующим	хвостом	и	сложной	фазой.	
Исходный	гауссов	импульс	с	полиномиальной	фазой	с	па-
раметрами	T =	200	фс,	a	=	2	пс–2,	b	=	100	пс–3	был	пропу-
щен	через	среду	с	дисперсией,	внесшую	спектральную	фазу	
вида	y	=	sw2	+	i	rw3,	здесь	s	=	0.0072	пс2,	r	=	0.00084	пс3. 
Верно	был	восстановлен	не	только	профиль	интенсивно-
сти	осциллирующего	хвоста	импульса,	но	также	и	слож-
ная	 временная	 фаза.	 В	 примере	 на	 рис.5,к – м	 показан	
асимметричный	импульс	с	очень	длинным	пьедесталом	и	
сильной	нелинейной	зависимостью	фазы	от	времени.	За	
счет	особой	формы	импульса	и	фазы	его	спектр	уширя-
ется	 весьма	 слабо	 при	 прохождении	 нелинейной	 среды.	
Результат	восстановления	профиля	интенсивности	не	идеа-
лен,	 тем	 не	 менее	 временная	 фаза	 восстановлена	 верно	

вплоть	до	значений	в	несколько	десятков	радиан.	За	ис-
ключением	небольшой	части	в	высокочастотной	области,	
спектральная	фаза	как	входного,	так	и	преобразованного	
сигнала	 восстановлена	 верно.	 Результат	 неточного	 вос-
становления	 заметен	 на	 графиках	 спектральных	 интен-
сивностей	 входного	 сигнала.	 Таким	 образом,	 алгоритм	
предоставляет	возможность	оценки	качества	полученного	
решения.	Характерные	величины	ошибки	D	=	D0	+	D1	+	D2 
в	случае	хорошей	сходимости	уменьшаются	до	10–7	–	10–4 
(для	случаев,	показанных	на	рис.5,а,	г,	ж).	Если	результат	
восстановления	не	идеален,	ошибка	находится	на	уровне	
10–4	–	10–2	(D	=	0.006	для	рис.5,к).

Приведенные	выше	примеры	показывают	успешное	
определение	направления	хода	временной	оси,	что	невоз-
можно	для	 алгоритмов,	 основанных	на	использовании	
квадратичной	нелинейности	без	дополнительных	измере-
ний	 (метод	FROG	на	второй	 гармонике,	 автокореляци-
онный	метод).

Одним	 из	 общепринятых	 тестов	 для	 проверки	 алго-
ритмов	измерения	формы	импульсов	являются	двойные	
импульсы,	 примеры	 работы	 алгоритма	 с	 которыми	 по-

Рис.4.	 Результаты	работы	алгоритма	восстановления	для	тестовых	импульсов	с	различными	параметрами	временной	фазы:	квад	ратичная	
фаза,	a	=	–2	пс–2	(а – в),	квадратичная	фаза,	a	=	2	пс–2	(г – е),	кубическая	фаза,	b	=	100	пс–3	(ж – и).	Показаны	временные	распределения	ин-
тенсивности	и	фазы	(а,	г,	ж),	спектры	и	спектральные	фазы	на	входе	в	нелинейную	среду	(б,	д,	з),	спектры	и	спектральные	фазы	на	выходе	
нелинейной	среды	(в,	е,	и).	Приняты	следующие	обозначения:	исходный	профиль	интенсивности	–	закрашенная	область,	восстановленный	
профиль	интенсивности	–	пунктирная	кривая,	исходная	фаза	–	сплошная	кривая,	восстановленная	фаза	–	штриховая	кривая.	Значения	
В-интеграла	приведены	на	рис.4,в,	е,	и	для	спектров	на	выходе	нелинейной	среды	(в	скобках	приведены	восстановленные	значения).
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казаны	на	рис.6.	На	рис.6,а,	г	 продемонстрирована	 спо-
собность	алгоритма	определять	абсолютную	фазу	между	
импульсами,	что	является	нетривиальной	задачей	для	мно-
гих	 методов.	 Тестовые	 импульсы,	 находящиеся	 на	 рас-
стоянии	 600	 фс,	 имели	 гауссову	 форму	 с	 полиномиаль-
ными	фазами	с	параметрами	T	=	100	фс,	a	=	0,	b	=	100	пс–3 
(первый	импульс)	и	T	=	200	фс,	a	=	2	пс–2,	b	=	0	(второй	
импульс),	 при	 этом	 абсолютная	фаза	между	ними	была	
равна	0	(рис.6,г)	или	p	(рис.6,а).

На	 рис.6,ж – и	 и	 к – м	 показаны	 результаты	 работы	
алго	ритма	с	гауссовыми	импульсами	одинаковой	длитель-
ности	(T	=	200	фс),	но	разной	интенсивности	(соотноше-
ние	интенсивностей	0.64).	Импульсы	имели	общую	поли-

номиальную	фазу	с	параметрами	a	=	–2	пс–2,	b	=	d	=	0	
(рис.6,ж)	и	a	=	–2	пс–2,	b	=	–100	пс–3,	d	=	–100	пс–4	(рис.6,к).	
Результат	восстановления	профиля	интенсивности	двой-
ного	импульса	в	последнем	случае	не	идеален,	тем	не	ме-
нее	 надо	отметить	правильное	 восстановление	 сложной	
временной	 фазы,	 изменяющейся	 более	 чем	 на	 8	 радиан	
между	центрами	импульсов.	В	результате	численных	экс-
периментов	было	установлено,	что	значения	B-интегра-
ла,	при	которых	метод	дает	адекватные	результаты,	на-
ходятся	в	диапазоне	1.5	–	4.5	в	зависимости	от	конкретной	
формы	импульса.	

Далее	работа	алгоритма	была	протестирована	в	усло-
виях,	имитирующих	экспериментальные.	Для	этого	в	ка-

Рис.5.	 Результаты	работы	алгоритма	с	тестовыми	импульсами	со	сложной	огибающей	и	фазой.	Параметры	импульсов	приведены	в	тек-
сте.	Обозначения	те	же,	что	и	на	рис.4.
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честве	тестового	сигнала	был	выбран	достаточно	слож-
ный	импульс,	являющийся	суммой	нескольких	импульсов	
с	различными	амплитудами	и	фазами,	который	был	затем	
пропущен	через	среду	с	дисперсией.	Кроме	того,	к	спек-
трам	на	входе	и	выходе	нелинейной	среды	был	добавлен	
случайный	 шум.	 Результаты	 работы	 алгоритма	 восста-
новления	представлены	на	рис.7.	Добавление	шума	осу-
ществлялось	двумя	способами.	В	первом	из	них	шум	до-
бавлялся	к	реальной	и	мнимой	частям	комплексных	спек-
тров	перед	взятием	квадрата	модуля.	Такой	вариант	мо-
жет	соответствовать	некоторым	случайным	компонентам	
излучения,	приходящим	вместе	с	импульсом.	Во	втором	

варианте	шум	добавлялся	к	квадратам	модулей	спектров,	
что	соответствует	собственному	шуму	спектрометра	и	не-
когерентной	компоненте	излучения.	На	рис.7,а – в	шум	не	
добавлен,	 на	 рис.7,г – е	 шум	 на	 комплексной	 амплитуде	
1%	 (пик	–	пик	 по	 отно	шению	 к	 амплитуде	 спектров	 S0  
и S1 ,	что	соответствует	10	%-ному	отклонению	в	макси-
муме	квадрата	модуля	спектра),	на	рис.7,ж – и	шум	на	ком-
плексной	огибающей	10	%	 (что	соответствует	30	%-ному	
отклонению	 в	максимуме	 квадрата	модуля	 спектра),	 на	
рис.7,к – м	шум	квадрата	моду	ля	спектра	3	%.	Видно,	что	
результат	восстановления	не	идеален	во	всех	случаях,	тем	не	
менее	даже	при	наличии	значительной	шумовой	состав-

Рис.6.	 Результаты	работы	алгоритма	с	двойными	тестовыми	импульсами.	Параметры	импульсов	приведены	в	тексте.	Обозначения	те	же,	
что	и	на	рис.4,	5.
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ляющей	во	входных	данных	общая	структура	импульса	вос-
станавливается	правильно.	Характерное	значение	ошиб-
ки	находится	на	уровне	0.01	–	0.08.	Таким	образом,	пред-
ложенный	 алгоритм	 достаточно	 устойчив	 даже	 в	 случае	
весьма	сложной	формы	входного	импульса,	и	наличие	до-
полнительного	шума	во	входных	данных	не	приводит	к	ка-
тастрофическим	искажениям	результатов	восстановления.	

Характерное	число	итераций	алгоритма,	после	кото-
рых	не	происходит	дальнейшего	уменьшения	ошибки,	со-
ставляет	около	100	в	простых	случаях	и	увеличивается	до	
нескольких	тысяч	(обычно	не	более	10000)	для	сложных	
импульсов	 и	 зашумленных	 входных	 данных.	Типичное	
время	 работы	 нашей	 программной	 реализации	 алго-

ритма	на	персональном	компьютере	с	процессором	Intel	
Core	i5	(1.7	ГГц)	составляет	от	нескольких	секунд	до	не-
скольких	минут.	

В	заключение	отметим,	что	предложенный	метод	из-
мерения	 амплитуды	 и	 фазы	 ультракоротких	 импульсов	
основан	на	измерении	 спектральной	интерференции	ис-
ходного	импульса	и	 импульса,	 прошедшего	 через	 среду	
с	кубической	(керровской)	нелинейностью.	В	численных	
экспериментах	продемонстрирована	эффективность	раз-
работанного	 алгоритма	 для	 восстановления	 импульсов	
со	сложной	формой	интенсивности	и	фазы,	а	также	устой-
чивость	 алгоритма	 к	 шуму	 во	 входных	 данных.	Метод	
позволяет	проводить	измерения	 за	один	импульс	и	 тре-

Рис.7.	 Результаты	работы	алгоритма	на	зашумленных	входных	данных.	Параметры	импульсов	приведены	в	тексте.	Обозначения	те	же,	
что	и	на	рис.4	–	6.
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бует	помещения	всего	лишь	одного	нелинейного	элемен-
та	в	исследуемый	лазерный	пучок.
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