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1. Введение

Исследование квантовых вихрей, инициированное от-
крытием сверхтекучести в жидком гелии, получило но-
вый мощный импульс после обнаружения бозе-эйнштей-
новского конденсата (БЭК) для ультрахолодных атом-
ных газов (см., напр., обзоры [1, 2]) и наблюдения нового 
типа квантовых жидкостей с параметрами, управляе-
мыми в эксперименте. Критически важным обстоятель-
ством является то, что, в отличие от сверхтекучего гелия, 
для БЭК имеется микроскопическая теория, описываю-
щая динамику системы и, в частности, структуру и эво-
люцию квантовых вихрей. Теоретические аспекты дина-
мики БЭК изложены в известной книге Питаевского и 
Стрингари [3]. В отечественной литературе следует отме-
тить статьи Чаповского [4], Лихановой и др. [5], Тай-
ченачева и др. [6].

Так же как и в сверхтекучем гелии, особое, возможно 
лидирующее, место занимают исследования вихревых со-
стояний в БЭК, в частности изучение динамики хаотиче-
ского клубка вихрей, или так называемой квантовой тур-
булентности (КТ). Наличие микроскопической теории и 
расширенные экспериментальные возможности делают 
БЭК более продвинутой системой, позволяющей глубже 
и основательнее исследовать проблемы КТ. Возникает, 
однако, вопрос, насколько результаты по хаотическим 
вихрям, полученные для БЭК, применимы для сверхтеку-
чего гелия. В предлагаемой статье формулируется поста-
новка задачи КТ как в БЭК, так и в сверхтекучем гелии 
(разд.2 и 3) и проводится сравнительный анализ различ-

ных подходов (разд.4). В Заключении обсуждается сте-
пень совместимости обоих подходов.

2. Квантовая турбулентность 
в сверхтекучем гелии

Основываясь на квантово-механических свойствах 
сверхтекучей жидкости, Фейнман [7] и Онзагер [8] пред-
сказали, что вихревое движение Не II реализуется очень 
специфическим способом. В частности, они предположи-
ли, что в гелии возникают одномерные особенности, или 
вихревые нити, на которых нарушается условие Ñ ́  us = 0. 
Вокруг этих особенностей возможно круговое движение, 
или циркуляция, сверхтекучего компонента гелия. Кван-
тово-ме ханические свойства сверхтекучей жидкости на-
кладывают ограничения на круговое движение. На-
пример, циркуляция скорости сверхтекучего компонента 
принимает только определенные, квантованные значения: 

d jI =s kuy , (1)

где интеграл вычисляется вдоль любого контура, охваты-
вающего нить, а квант завихренности 

2 /mHe'pk = =  9.97 ́  10–4 см2/c. (2)

Поле завихренности #( )r sdw u=  таково, что w(r) = 0 вне 
линии и w(r) = ∞ на ней. Формально поле завихренности  
w(r) можно представить следующим образом: 

 #( ) [ ( , )]d tr s r ssd dk xw u= = -y , (3)

где интегрирование происходит вдоль нити. 
Таким образом, квантовые вихри ведут себя абсолют-

но идентично тонким вихревым трубкам, изучаемым в 
классической гидродинамике, за исключением того, что 
последние рассматриваются всего лишь как удобная и 
плодотворная математическая модель. Вихревую нить 
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можно описать в параметрическом виде функцией s(x, t), 
где s – радиус-вектор точки линии, а параметр x «пересчи-
тывает» точки линии; часто величина x является длиной 
дуги (рис.1). Набор линий {s(x, t)} эволюционирует, под-
чиняясь уравнениям движения и граничным условиям. 
Если известно поле завихренности w(r), можно легко за-
писать выражение для скорости элементов вихревой нити 
( , )tsi xo , индуцированной вихревой линией. Это выраже-

ние с использованием закона Био – Савара будет иметь 
следующий вид:
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Кроме детерминистской эволюции, имеется еще один, 
стохастический элемент динамики – это случайные стол-
кновения нитей друг с другом с последующим перезамыка-
нием, или реконнекцией. Изучение вихрей и вихревой ди-
намики в рамках описанной процедуры называется мето-
дом вихревых нитей (vоrtex filament method). 

Термин «квантовая турбулентность» был введен Фейн-
маном в основополагающем труде [7], где он объяснил ре-
зультаты работы Гортера и Меллинка [9]. Авторы этой 
работы наблюдали резкое увеличение перепада темпера-
туры в противотоке He II, когда скорость превышала 
определенное, достаточно небольшое значение. Фейн ман 
связал кризис Гортера и Меллинка c появлением в систе-
ме неупорядоченного набора квантовых вихревых линий, 
или вихревого клубка, который оказывает сопротивле-
ние потоку нормального компонента, переносящему эн-
тропию. Фейнман также предложил качественный сцена-
рий развития вихревого клубка. В частности, он описал 
механизмы, приводящие к росту плотности вихревых ни-
тей, и предложил законы распада вихревого клубка. Идеи 
Фейнмана были развиты в серии экспериментальных ра-
бот Вайнена, который построил феноменологическую те-
орию сверхтекучей турбулентности. Первое наглядное 
подтверждение идей Фейнмана было получено три деся-

тилетия спустя в работе Шварца [10], продемонстриро-
вавшего появление вихревого клубка при прямом числен-
ном моделировании. Пример вихревого клубка, развива-
ющегося в противотоке He II из начально гладких (ше-
сти) вихревых колец, представлен на рис.2. Спустя еще 
почти три десятилетия была проведена серия эксперимен-
тов по визуализации потоков гелия, в которых авторы 
наблюдали массу неупорядоченных вихрей (см., напр., 
обзор [11]). 

В настоящее время теория КТ является активно разви-
вающейся областью, имеющей множество приложений 
как в теории сверхтекучести, так и в других областях фи-
зики. В качестве примеров можно привести теории клас-
сической турбулентности [11 – 13], космических струн [14], 
дис локаций в твердых телах [15] и фазовых переходов [16]. 
Концепция КТ также используется при изучении кварк-
глюонной плазмы [17] и в физике нейтронных звезд [18]. 

Еще одно обоснование интереса к КТ, привлекатель-
ное для теоретиков, состоит в том, что теория сверхтеку-
чей турбулентности является элегантной задачей стати-
стической физики набора струноподобных объектов с 
нелинейным и нелокальным взаимодействиями. Допол-
нительную сложность создают перезамыкания, приводя-
щие к слиянию или расщеплению вихревых петель (cм. 
обзор [19]). 

3. Квантовая турбулентность в конденсате 
Бозе – Эйнштейна

Из-за отсутствия строгой микроскопической теории 
для Не II результаты, относящиеся к вихрям в сверхтеку-
чем гелии, имеют феноменологический характер. Это ка-
сается уравнения движения, структуры ядра, процедуры 
пересоединения и т. д. Поэтому существуют различные 
искусственные рецепты, например такие, как «reconnection 
ansatz» [19]. В отличие от этого законы динамики для вих-
рей в БЭК основаны на уравнении Гросса – Питаев ского 
(УГП) для макроскопической волновой функции y(r, t), 
которое есть не что иное, как вариант нелинейного урав-
нения Шредингера. УГП было использовано для изуче-

Рис.1. Схематическое изображение вихревой линии в произволь-
ной системе координат. Каждая точка вихревой линии s(x, t) опре-
деляется декартовыми координатами x, y, z и параметром x вдоль 
линии. Векторы s', s'' и s' ́  s'' – это тангенциальный вектор, вектор 
локальной кривизны и вектор бинормали, совпадающий с направ-
лением локально-индуцированной скорости so  точки вихревой ли-
нии s(x, t).

Рис.2. Вихревой клубок в противотоке He II (см. текст). Рисунок 
взят из работы  [10] (рис.13).
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ния турбулентности разными авторами (см. обзорную 
статью [20]). В связи с этим многие из перечисленных про-
блем имеют решения, которые широко используются для 
интерпретации подобных явлений в сверхтекучем гелии. 

Следуя работе [21], запишем УГП для макроскопиче-
ской волновой функции y(r, t) в виде
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Слагаемое с коэффициентом L описывает релаксацион-
ные процессы при конечных температурах, и, следова-
тельно, эволюция должна иметь диссипативный харак-
тер. В выражение для энергии системы введен внешний 
потенциал (например, потенциал удержания атомов БЭК 
в ловушке) Vext(r). Величина d( )U U r r0 = y  является ам-
плитудой взаимодействия двух частиц (U(r) – реальный 
двухчастичный потенциал взаимодействия атомов). В 
этом случае химический потенциал m = nU0 (n – конентра-
ция частиц в конденсате). 

Вихревые линии (точнее, центральные линии вихря) 
являются геометрическим местом точек пересечения по-
верхностей Re y(r, t) = 0 и Im y(r, t) = 0 (рис.3). Таким об-
разом, проследив эволюцию нулей функции y(r, t), можно 
описать эволюцию вихрей. Из-за того что вихревые ли-
нии являются совокупностью точек обращения в нуль ма-
кроскопической волновой функции, они также называ-
ются топологическими дефектами. 

Уравнение Гросса – Питаевского соответствует слу-
чаю слабых внешних возмущений и асимптотически сла-
бым атомным взаимодействиям. Поэтому при описании 
турбулентности (что соответствует сильным возмущени-
ям) это уравнение может обеспечить только качествен-
ные результаты. Общая картина, которая следует из чис-

ленного моделирования УГП, выглядит следующим об-
разом. При сильных возмущениях появляются квантовые 
вихри, которые эволюционируют, сталкиваются, соеди-
няясь друг с другом (или расщепляясь), и в результате об-
разуют запутанный вихревой клубок. Затухание турбу-
лентности происходит вследствие появления волн Кель-
вина и фононного излучения. Важность пересоединения 
вихрей была подчеркнута Свистуновым [22]. Численное 
моделирование на основе УГП рассмотрено Кобаяши 
и др. [23]. 

Метод создания сильно неравновесных состояний 
атомов был разработан Юкаловым (см., напр., [24, 25]). 
Идея этого метода состоит в том, чтобы модулировать 
потенциал ловушки посредством нестационарного, неод-
нородного и анизотропного возмущения. При вращении 
ловушки с обычной скоростью должны возникать от-
дельные вихри. При большей скорости вращения появ-
ляется множество вихрей, которые образуют решетку 
Абрикосова. В противоположность этому, если нестаци-
онарное поле модулирующее потенциал ловушки, как и в 
методе Юкалова [24 – 26], не имеет фиксированной оси 
вращения, то создаются вихри и антивихри, случайным 
образом расположенные в пространстве, так что вихре-
вая система становится смесью таких случайных вихрей 
[27]. Главная идея заключается в том, что возмущающий 
переменный потенциал не имеет единственной фикси-
рованной оси вращения. Например, модулируемое поле 
может иметь две диэлектрические оси. Также возможно 
вместо модуляции потенциала ловушки модулировать 
атомную длину рассеяния, используя методы резонанса 
Феш баха с осциллирующим магнитным полем [25, 2].

В случае приложения внешнего переменного потенци-
ала к ловушке бозе-конденсированных атомов генериру-
ется множество когерентных топологических мод, кото-
рые распадаются на вихри с квантованной завихренно-
стью, поскольку они являются наиболее энергетически 
устойчивыми модами [29]. Когда число генерируемых 
вихрей становится достаточно большим, они образуют 
случайный клубок, типичный для КТ. Экспериментально 
генерация КТ захваченных бозе-газов с помощью неста-
ционарной модуляции потенциала ловушки была реали-
зована группой Баньято [30]. Метод визуализации вих-
ревых нитей в слабо взаимодействующих газах Бозе – 
Эйнштейна заключается в измерении оптической плотно-
сти, при этом линии с аномально низкой плотностью ас-
социируются с вихревыми нитями (рис.4). Описание всех 

Рис.3. Схематическое изображение вихревой линии как топологи-
ческого дефекта. Вихревая линия представляет собой геометриче-
ское место точек, где значения макроскопической волновой функ-
ции (ее реальной и мнимой частей) обращаются в нуль. Цветной 
вариант рис.1 помещен на сайте нашего журнала http://www.
quantum-electron.ru.

Рис.4. Атомная оптическая плотность в БЭК после его свободного 
расширения в течение 15 мс, демонстрирующая наличие вихревых 
структур (темные области; вихревые нити распространились по 
всему образцу, они напоминают режим вихревого клубка) (а) и схе-
матическая диаграмма, показывающая распределение вихрей, ко-
торая получена из изображения на рис.4,а (б). Рисунок взят из ра-
боты [30].
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динамических режимов, начиная от равновесного бозе-
газа до создания отдельных вихрей, а затем генерации 
КТ, дано в работах [30, 31].  

4. Сравнительный анализ двух подходов

Один из ключевых вопросов состоит в том, насколько 
идентичны два рассматриваемых подхода и можно ли 
пользоваться результатами, полученными для БЭК, для 
объяснения результатов в случае сверхтекучего гелия и 
наоборот. Как обсуждалось ранее, ввиду отсутствия 
строгой микроскопической теории для Не II выводы, ка-
сающиеся динамики вихрей в сверхтекучем гелии, имеют 
феноменологический характер. В отличие от этого зако-
ны динамики для вихрей в БЭК основаны на широко при-
меняющейся теории Гросса – Питаевского. Поэтому мно-
гие проблемы вихревой динамики в БЭК имеют решения, 
которые могут быть использованы (с некоторыми ого-
ворками) для интерпретации подобных явлений в сверх-
текучем гелии [32]. 

Представление вихревых нитей в гелии в виде беско-
нечно тонких линий дает неоспоримое преимущество, 
связанное с компьютерными вычислениями. Действи-
тельно, в случае трехмерных вычислений при выбранном 
шаге пространственного разбиения, или связанном с ним 
числе узлов N компьютерные затраты растут как N 3 в 
случае БЭК. В то же время при исследовании динамики 
вихревых линий в сверхтекучем гелии компьютерные за-
траты растут гораздо медленнее, а именно как N lnN. Это 
позволяет рассчитывать очень плотные вихревые клубки. 
Далее, тот факт, что квантовые вихри в сверхтекучем ге-
лии являются линейными сингулярностями, очень важен 
также с точки зрения приложений для других систем, на-
пример для вакансий в твердых телах или для космиче-
ских струн. 

В отличие от сверхтекучего гелия, где размер ядра по-
рядка межатомных расстояний, в слабоидеальном бозе-
газе радиус сердцевины a0 гораздо больше. С помощью 
уравнений (5) и (6) можно определить структуру ядра 
вихревой нити. Вблизи центральной линии вихря плот-
ность сверхтекучего компонента возрастает от нуля и на 
размере порядка a0 становится равной равновесному зна-
чению. Иными словами, квантовые вихри в БЭК, в отли-
чие от He II (где они могут считаться бесконечно тонки-
ми линиями), являются трубками с размером 

a
mnU2

0

0

'= . (7)

В результате при численных исследованиях КТ в сверхте-
кучем гелии такие величины, как характерный размер вы-
числительного объема D, типичное расстояние между ли-
ниями и радиус ядра a0, чрезвычайно разнесены в про-
странстве масштабов. Например, в типичных численных 
исследованиях размер вычислительного объема состав-
ляет ~1 см, межвихревое расстояние – порядка 10–3 – 
10–4 см, а размер ядра a0 в гелии – около 10–8 см, поэтому 
тотальное различие масштабов составляет восемь поряд-
ков. При численном моделировании БЭК оно существен-
но меньше. Например, в работах Кобаяши и Цубота [23] 
размер вычислительного объема D » 10–3 см, тогда как 
размер ядра был равен ~10–5 см. Таким образом, эти раз-
меры различаются только на два порядка. Данное коли-
чественное различие приводит к сильным качественным 
различиям. Конечно, можно выбрать такие параметры в 

УГП, чтобы формально задача соответствовала случаю 
сверхтекучего гелия. Однако при этом потребуется ре-
кордное количество вычислений (на сетке примерно 
1000003), что, разумеется, нереально. 

Различие в толщинах ядер вихрей сказывается на за-
конах движения. Например, поскольку размер ядра в 
БЭК не очень мал по сравнению с обратной кривизной 
линии, то, в отличие от случая He II, скорость централь-
ной линии может быть непропорциональна ее кривизне. 

Еще одно важное различие между He II и БЭК состо-
ит в том, что последний является существенно сжимае-
мым газом. Линеаризованные уравнения (5) и (6) дают 
для малых возмущений плотности решение в виде звуко-
вых волн, распорстраняющихся со скоростью звука 

c
m
U n0= . (8)

Скорость линейных элементов вихревой нити не очень 
мала по сравнению со скоростью звука. Действительно, 
из выражений (7) и (8) следует, что скорость звука c » k/a0, 
а скорость элементов линии uline = k/d, где d – характерное 
межвихревое расстояние. Поэтому число Маха M = uline /c 
= a0/d не очень мало (по сравнению с его значением в слу-
чае гелия). Это означает, что даже крупномасштабные 
движения нити излучают звук. В He II данный процесс 
имеет место только для чрезвычайно малых масштабов. 
В связи с этим условие распада вихревой структуры в 
БЭК, связанное с излучением звука, гораздо более сла-
бое. В результате значительно уменьшается кинетическая 
энергия, связанная с вихрями, и изменяется распределе-
ние обычной (незвуковой) энергии в k-пространстве 
(энергетический спектр). 

Далее, из-за «толстого» вихревого ядра вихри в БЭК 
во время пересоединения теряют значительно бóльшую 
часть своей вихревой энергии, испуская ее в виде фоно-
нов (из-за «толстого» вихревого ядра и малой скорости 
звука). Так, например, недавние расчеты [33] показали, 
что пересоединение сопровождаются излучением звуко-
вых волн с длиной волны порядка радиуса сердцевины a0. 
В сверхтекучем гелии потерями энергии во время рекон-
некции можно пренебречь. 

Помимо описанных различий между сверхтекучим ге-
лием и БЭК имеются такие особенности, как, например, 
неоднородность последнего, связанная с наличием лову-
шек, а также сравнительно малое число атомов. 

5. Заключение

Таким образом, было продемонстрировано, что коли-
чественное различие в параметрах квантовых вихрей 
приводит к сильным качественным различиям. В частно-
сти, для БЭК существенна сжимаемость, вихри не явля-
ются «стрингами» и важна динамика внутри ядра вихре-
вых трубок. Свойство сжимаемости делает невозмож-
ным, например, сравнение результатов по КТ с результа-
тами теории Колмогорова для классической турбулент-
ности. То, что в БЭК вихри не являются струнообразны-
ми объектами, не позволяет применить результаты, полу-
ченные в случае БЭК, для других систем с линейными ти-
пологическими дефектами, в частности для дислокаций 
или для космических струн. Конечная толщина ядра вих-
ря приводит также к разной динамике вихревых трубок в 
сверхтекучем гелии и в БЭК.
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Часто утверждается, что можно поступить абсолютно 
формально и выбрать в УГП величину U0 очень боль-
шой, такой, чтобы размер ядра вихря a0 был, напротив, 
мал и задача соответствовала бы случаю сверхтекучего 
гелия. Однако, на наш взгляд, такой подход является не-
корректным. Фундаментальная причина состоит в том, 
что в данном случае, в соответствии с формулами (7) и 
(8), необходимо константу взаимодействия U0  устремить 
к бесконечности. Но при этом система, конечно, пере-
стает быть слабовзаимодействующей, и теория Гросса – 
Питаевского становится неприменимой. Далее, данную 
процедуру невозможно осуществить и в эксперименталь-
ных исследованиях, поскольку параметры системы зада-
ются свойствами газа. В численных исследованиях, как 
упоминалось выше, в этом случае потребуется рекорд-
ный объем вычислений, превышающий возможности лю-
бых современных компьютеров. 

Предостережения, высказанные выше, показывают, 
что любые результаты (как численные и эксперименталь-
ные, так и аналитические), полученные для БЭК, не могут 
быть автоматически применены к случаю сверхтекучего 
гелия и наоборот. В то же время раздельное исследование 
не исчерпывает всех научных проблем. Представляется, 
что наиболее оптимальным вариантом является комби-
нирование двух описанных подходов, дополняющих друг 
друга. 

Работа выполнена при поддержке гранта № 14-29-
00093 Российского научного фонда.
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