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1. Введение

Метод счета фотонов – один из основных методов из-
мерения характеристик световых полей в квантовой оп
тике. Этот способ регистрации оптического излучения 
имеет более чем вековую историю [1], но особенно интен-
сивно он стал развиваться вскоре после создания лазер-
ных источников излучения. К настоящему времени метод 
счета фотонов находит широкое применение как в прик
ладных [2 – 6], так и в фундаментальных исследованиях 
[7 – 10]. В основе метода лежит фотоэффект, в результате 
которого происходит испускание электрона с поверхно-
сти катода после поглощения одного или нескольких фо-
тонов. С помощью метода счета фотонов осуществляется 
подсчет числа фотоэлектронов, «выбитых» падающим на 
фотокатод светом за некоторый фиксированный проме-
жуток времени T. При регистрации непрерывного или пе-
риодического импульсного излучения возможно много-
кратное повторение измерений. В этом случае ценность 
метода счета фотонов возрастает, т. к. появляется воз-
можность измерения более информационно емкой харак-
теристики фотоэффекта – статистики фотоотсчетов, т. е. 
распределения вероятностей Qm того, что за время изме-
рения T будет зарегистрировано m фотоэлектронов. 

В последнее время в связи с развитием квантовых 
оптических технологий возросла значимость информа-
ции о статистических свойствах малофотонного излуче-
ния, что стимулировало дополнительный интерес к более 
глубокому исследованию как прямой, так и обратной за-
дачи статистики фотоотсчетов. С практической точки 
зрения более важной представляется обратная задача – 
восстановление распределения фотонов по измеренной 
статистике фотоотсчетов. Важность этой задачи, в част-
ности, обусловлена тем, что в настоящее время в оптиче-
ских технологиях и в квантовой оптике [11 – 13] широко 

используются малофотонные источники света, величина 
дробового шума которых сравнима со средней интенсив-
ностью светового сигнала или даже больше ее. При этом 
энергетические характеристики таких источников наибо-
лее просто могут быть получены с помощью фотоэлек-
трических измерений.

Как следует из квантовой теории фотоэффекта, зна-
ния статистики фотоотсчетов недостаточно для полного 
восстановления квантового состояния поля, в общем слу-
чае определяемого матрицей плотности, но достаточно 
для определения ее диагональных элементов [14, 15]. 
Знание диагональных элементов матрицы плотности для 
малофотонного света по информационной ценности ана-
логично знанию мощности для непрерывного излучения 
или профиля интенсивности для импульсного излучения 
ярких источников света. С помощью статистики фотоот-
счетов можно, в принципе, получить полное энергетиче-
ское описание малофотонных источников света, но для 
этого должна быть решена обратная задача статистики 
фотоотсчетов.

Уже на начальном этапе разработки метода счета фо-
тонов для классического света, помимо прямой задачи – 
нахождения статистики фотоотсчетов по распределению 
интенсивности, интерес вызывала обратная задача – вос-
становление распределения интенсивности света по ста-
тистике фотоотсчетов. Впервые эту задачу, по-видимому, 
решили в работе [16]. Авторы исходили из полуклассиче-
ской формулы Манделя [17], согласно которой распреде-
ление фотоотсчетов представляет собой усредненное по 
распределению Пуассона распределение интенсивности 
излучения. Позднее были разработаны различные подхо-
ды к решению данной проблемы (cм., напр., [18 – 21]). Эти 
подходы также основывались на формуле Манделя.

При квантовом описании, которое справедливо не 
только для классического, но и для неклассического све-
та, интенсивности соответствует оператор числа фото-
нов, а распределение интенсивности переходит в дискрет-
ное распределение фотонов Pn – распределение вероятно-
стей того, что за время измерения T в световом потоке 
окажется n фотонов. В этом случае прямая задача стати-
стики фотоотсчетов заключается в нахождении распреде-
ления фотоотсчетов Qm по заданному распределению фо-
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тонов Pn. Эти распределения, согласно [15, 22 – 24], связа-
ны через преобразование Бернулли:

( )Q C P1m n
m m n m

n
n m

h h= -
H

-/ ,	 (1)

где h – квантовая эффективность фотодетектирования; 
!/[ !( ) !]C n m n mn

m
= -  – биномиальный коэффициент.
Таким образом, в случае малофотонного света под 

обратной задачей статистики фотоотсчетов следует по-
нимать нахождение распределения фотонов Pn, которое 
входит в формулу (1), по заданному распределению фото-
отсчетов Qm. Для решения этой задачи известны два ана-
литических метода. Первый из них основан на прямой 
инверсии преобразования Бернулли [23], второй – на ап-
парате производящих функций [25].

В настоящей работе мы хотим обратить внимание на 
возможность поставить в соответствие обратной задаче 
статистики фотоотсчетов систему линейных уравнений и 
возможность решения ее рекуррентным методом, что мо-
жет оказаться полезным для восстановления финитных 
распределений фотонов.

2. Рекуррентная формула, связывающая 
распределение фотонов с распределением 
фотоотсчетов

Решение прямой задачи статистики фотоотсчетов (1) 
может быть представлено в матричном виде [15]:

Qm = Dmn (h)Pn,	 (2)

где треугольная матрица Dmn (h) имеет вид
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Распределения фотонов бывают финитными, например 
распределение фотонов, излучаемых ансамблем кванто-
вых точек [26] или флуоресцирующих молекул [27], и ин-
финитными, такими как распределения Пуассона и Бозе –  
Эйнштейна, а также распределения фотонов в квадра
турно-сжатых состояниях [28].

Для финитных распределений существует такое мак-
симальное число фотонов N, при котором для n > N вели-
чина Pn º 0. В этом случае формула (2) может быть интер-
претирована как система N линейных уравнений. По
скольку матрица Dmn (h) является треугольной, можно 
воспользоваться обратным ходом известного метода Га
усса и восстановить распределение фотонов рекуррент-
ным способом, начиная с последнего члена.

Исходя из формулы (2), выпишем выражения для не-
скольких последних элементов распределения фотоотсче-
тов в явном виде:
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и последовательно выразим элементы распределения фо-
тонов с меньшим числом фотонов через элементы распре-
деления фотонов с бóльшим числом фотонов:
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Продолжая рекуррентный ряд, по индукции получаем ре-
куррентную формулу восстановления распределения Pn 
по заданному распределению Qm:

( )P Q C P1n
n

n k
n k n

k
k n

N

h h= - -
2

- -/ .	 (4)

Из формулы (4) следует, что распределение фотонов мож-
но найти, переходя последовательно от вероятностей 
большего числа фотоотсчетов к вероятностям меньшего 
их числа. 

3. Восстановление биномиального  
распределения фотонов  
с помощью рекуррентной формулы

В качестве примера рассмотрим финитное биноми-
альное распределение фотонов, испускаемых ансамблем 
N независимых излучателей [29]. Если предположить, что 
каждый излучатель испускает фотон с вероятностью r, то 
распределение фотонов будет иметь вид

( )P C r r1n N
n n N n

= - - .	 (5)

Подставив это распределение в формулу (1), нетрудно по-
казать, что распределение фотоотсчетов также будет би-
номиальным:

( ) ( )Q C r r1m N
m m N mh h= - - .	 (6)

На этом примере мы демонстрируем, что полученная 
рекуррентная формула позволяет корректно решить об-
ратную задачу статистики фотоотсчетов для финитного 
распределения. В соответствии с формулой (5) задавалось 
биномиальное распределение фотонов Pn

in с параметрами 
r = 0.5 и N = 10. По формуле (2) вычислялось распределе-
ние фотоотсчетов при h = 0.3, из которого по формуле (4) 
восстанавливалось распределение фотонов Pn

rec и сравни-
валось с Pn

in.
На рис.1 представлены исходное (Pn

in) и восстановлен-
ное по рекуррентной формуле (4) (Pn

rec) распределения фо-
тонов. Видно, что данные распределения совпадают, и 
это подтверждает корректность полученной в работе 
формулы (4).

4. Заключение

В работе показано, что для финитных распределений 
фотонов, если поставить в соответствие обратной задаче 
статистики фотоотсчетов систему линейных алгебраичес



927Рекуррентный метод решения обратной задачи статистики фотоотсчетов

ких уравнений, можно получить рекуррентную формулу, 
связывающую распределение фотоотсчетов и распре
деление фотонов. Формула численно проверена на фи
нитном биномиальном распределении фотонов. Восста
новленное по рекуррентной формуле распределение фо-
тонов совпало с исходным до 16-го десятичного разряда.

Приведенные результаты показывают, что для реше-
ния обратной задачи статистики фотоотсчетов, наряду с 
инверсией преобразования Бернулли и методом произво-
дящих функций, можно также использовать предлагае-
мый в работе рекуррентный метод. Заметим, что приме-
нять рекуррентный метод для оценки инфинитных рас-
пределений фотонов по статистике конечной выборки 
фотоотсчетов следует с осторожностью. Это замечание 
относится не только к предлагаемому в работе рекур-
рентному методу, но и ко всем другим аналитическим ме-
тодам решения обратной задачи статистики фотоотсче-
тов. Проблема корректной оценки инфинитных распре-
делений фотонов связана с вопросами устойчивости ре-
шения обратной задачи при конечном объеме выборки и, 
в принципе, требует отдельного анализа для каждого 
конкретного распределения Qm.
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Рис.1.  Пример восстановления финитного биномиального распре-
деления фотонов по рекуррентной формуле (4): Pn

in – исходное рас-
пределение фотонов; Pn

rec – восстановленное распределение фото-
нов; Qm – распределение фотоотсчетов, инициируемое световым 
потоком с распределением фотонов Pn

in; расчеты выполнены при 
N = 10, h = 0.3 и r = 0.5.


