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1. Введение

Интенсивно развивающаяся топологическая оптика, 
объектом исследования которой служат пучки излучения 
с принципиально не определяемыми в некоторых точках, 
на некоторых линиях или поверхностях характеристика-
ми волнового фронта или поляризационной структуры, 
перспективна ввиду большого числа приложений, напри-
мер формирование оптических ловушек, управление по-
ложением микрочастиц, транспортировка лазерного из-
лучения и кодирование переносимой такими пучками 
информации [1 – 8]. Так, для излучения с фиксированной 
поляризацией наиболее важны сингулярности в виде дис-
локаций волнового фронта. В центре дислокации интен-
сивность монохроматического излучения обращается в 
нуль, и фаза волны соответственно не определена. При 
обходе вокруг центра по замкнутому контуру в плоско-
сти, ортогональной основному направлению распростра-
нения пучка, фаза волны изменяется на величину ±2pm, 
где ±m (m = 0, 1, 2, . . .) – целочисленный топологический 
заряд данной сингулярности. Для поляризованного излу-
чения общим случаем является эллиптическая поляриза-
ция. Среди поляризационных сингулярностей различают 
V-точки, где интенсивность также обращается в нуль, и 
поэтому поляризация не определена, C-точки, в которых 
излучение имеет круговую поляризацию и для которых 
нельзя указать направление главной оси эллипса, а также 
L-точки, где излучение линейно поляризовано и нельзя 
указать направление вращения вектора электрической 
напряженности со временем по поляризационному эл-
липсу. Совокупности сингулярных точек могут образо-
вывать линии и поверхности. Поляризационные сингу-
лярности характеризуются полуцелым индексом Пуан
каре h, равным изменению угла, характеризующего на-
правление главной оси поляризационного эллипса, при 
аналогичном обходе сингулярной точки, деленному на 2p. 
В рамках квазиоптического подхода, справедливого для 

пучков квазимонохроматического излучения с диамет
ром, заметно превышающим длину волны, выполняются 
правила сохранения суммарного топологического заряда 
при распространении волны, что позволяет говорить, в 
случае устойчивости таких пучков, о топологической за-
щищенности информации, записанной с помощью топо-
логических характеристик.

Естественно, что возможности, например, кодирова-
ния информации значительно расширяются при исполь-
зовании пучков с большими топологическими индекса-
ми. Однако, как указали Баранова и Зельдович [9] (см. 
также [2]), для излучения с фиксированной поляризацией 
многократные вихри излучения (заряд |m| > 1) в линей-
ной однородной среде неустойчивы, т. к. при малейших 
возмущениях они либо распадаются на |m| однократных 
вихрей (с зарядом ±1), либо исчезают. Строго говоря, 
для подтверждения неустойчивости многократных вих-
рей следовало бы проследить за расщепленными дисло-
кациями волнового фронта на больших расстояниях от 
возмущений (много бóльших дифракционной длины). 
Считая, что случай неустойчивости означает неограни-
ченно большое расщепление дислокации при произволь-
но малых исходных возмущениях, мы продемонстрируем 
это расщепление для гауссовых пучков высших порядков.

Насколько нам известно, тема устойчивости поляри-
зационных сингулярностей высших порядков в литерату-
ре достаточно подробно не обсуждалась. В настоящей 
статье мы рассмотрим и этот вопрос также на примере га-
уссовых пучков высших порядков.

2. Дислокации волнового фронта

Рассмотрим распространение монохроматического 
излучения в линейной и однородной среде, например в 
вакууме. В этом разделе мы ограничимся только сингу-
лярностями волнового фронта излучения с фиксирован-
ной, линейной или круговой, поляризацией. Такое излу-
чение характеризуется огибающей напряженности элек-
трического поля E с медленной зависимостью от коорди-
нат и волновым числом k = (w/c)n, где w – частота излуче-
ния, c – скорость света в вакууме и n – показатель прелом-
ления среды. В квазиоптическом приближении уравнение 
распространения имеет вид 
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Здесь z – продольная координата преимущественного 
распространения пучка; x и y – поперечные декартовы 
координаты; z, r и j – цилиндрические координаты. Тра
диционно в цилиндрических координатах поле представ-
ляется в виде пучков Лагерра – Гаусса [10, 11], но для ука-
занной выше задачи это неудобно. Мы будем рассматри-
вать пучки автомодельного вида с целочисленными топо-
логическими зарядами ±m:

E±m = Fm(r, z) exp(±imj),   m = 0, 1, 2, . . .	 (2)

Fm(r, z) = am(z)r m exp[–bm(z)r2 ].	 (3)

Для представляющих физический интерес пучков 
с  конечной мощностью должно выполняться условие 
Re bm(z) > 0. Для таких пучков квазиоптическое уравне-
ние (1) принимает вид
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и сводится к обыкновенным дифференциальным уравне-
ниям
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где штрих означает производную по координате z. Реше
ния этих уравнений таковы:
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Здесь плоскость перетяжки отвечает координате z = 0. В 
данной плоскости задаются (комплексная) амплитуда 
пучка am 0 = am(z = 0) и величина bm 0 = bm(z = 0), причем 
при плоском волновом фронте в плоскости z = 0 мы пола-
гаем Imbm 0 = 0 и bm 0 = Re bm 0 > 0. Для фундаментального 
гауссова пучка (m = 0) эта величина представляет собой 
обратный квадрат радиуса пучка: b w00 00

2
= - , а вне пло-

скости радиус пучка w00(z) = [1 + (z/Ld)2 ]1/2, где Ld = 
k/(2b00) – дифракционная длина. В результате получаем 
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Распределение интенсивности пучков излучения осесим-
метрично, и на оси симметрии при m ³ 1 имеется нуль 
m-го порядка, т. е. ось z является m-кратно вырожденной 
вихревой линией. При обходе оси по замкнутому контуру 
в поперечном сечении поле испытывает набег фазы ±2pm 
(вихрь поперечного потока электромагнитной энергии, 
т. е. вектора Пойнтинга).

Проверим теперь устойчивость вихря m-го порядка 
(m ³ 1) по отношению к введению соосного с вихревым 
фундаментального пучка с той же плоскостью перетяжки 
и с малой амплитудой. Кроме того, для упрощения запи-
си положим, что определяющие ширину пучков пара
метры bm 0 и b00 совпадают: bm 0 = b00 = b0. Хотя это далеко 
не самый общий вид возмущения, но он вполне достато-
чен для наших целей. Тогда суммарное поле с использо-
ванием (9) примет вид
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Нули суммарного поля совпадают с нулями выражения в 
квадратных скобках, откуда для продольной зависимо-
сти координат r, j нулей имеем соотношение
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Из сравнения модулей левой и правой частей (11) вид-
но, что нули поля уже не расположены на оси z, а смеще-
ны от нее в поперечном направлении на величину
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Радиус окружности, на которой расположены нули поля, 
растет с ростом z по тому же закону, что и радиус фун
даментального гауссова пучка. При z >>  Ld отклонение 
вихревых линий от оси симметрии интенсивности уве
личивается пропорционально пройденному пути, r » 
|a00 /am 0|1/m(z/Ld). Равенство аргументов тех же частей (11) 
позволяет найти азимутальные углы нулей:

±mj = 2pN + (arg am 0 – arg a00) + arctan (z/Ld),	 (13)

где N – целое число. Согласно (13), на окружности радиу-
сом r (см. формулу (12)) располагаются m нулей, азиму-
тальные углы которых различаются на 2p/m. При увели-
чении z от плоскости перетяжки (z = 0) до бесконечности 
азимутальный угол сдвигается на p/m в направлении, 
определяемом знаком топологического заряда.

При m  = 1 имеется только один нуль, и хотя вихревая 
линия для него при z >>  Ld существенно отклоняется от 
оси симметрии интенсивности, это не означает неустой-
чивости вихревого пучка с единичным топологическим 
зарядом (изменение не имеет топологического характе-
ра). При m = 2 исходный двукратный вихрь распадается 
на два вихря, расположенные на окружности (см. форму-
лу (12)) диаметрально противоположно. При бóльших m 
нули находятся в вершинах правильных m-угольников. 
Таким образом, при m ³ 2 топология волнового фронта 
качественно изменяется: при малейших возмущениях еди-
ная вихревая линия расщепляется на m линий с единич-
ными топологическими зарядами, которые с ростом 
пройденного пути расходятся неограниченно далеко друг 
от друга. Тем самым оптические вихри высших порядков 
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в однородной линейной среде оказываются неустойчивы-
ми, хотя неустойчивость характеризуется не экспоненци-
альной, а только алгебраической зависимостью от отно-
шения длины трассы z к дифракционной длине Ld. Это 
ограничивает перспективы использования пучков с вих-
рями высших порядков для передачи информации, коди-
руемой топологическими зарядами.

Поучительно сравнение устойчивости оптических вих
ревых пучков высших порядков в рассмотренном вариан-
те линейной среды и в нелинейных средах (среды одно-
родны). Как показано в [12], в прозрачной среде с керров-
ской нелинейностью показателя преломления такие пуч-
ки тоже неустойчивы, т. е. нелинейная фокусировка в 
прозрачной (без диссипации) среде не останавливает раз-
витие неустойчивости. Та же ситуация имеет место и в 
импульсных режимах при генерации суперконтинуума 
[13]. Насколько нам известно, устойчивость оптических 
вихрей высших порядков в однородной среде подтверж-
дена для сред не только нелинейных, но и диссипативных, 
например для лазерных сред с нелинейными усилением и 
поглощением [14 – 16].

3. Поляризационные сингулярности

В рамках квазиоптического приближения (широкие 
пучки монохроматического излучения) продольная со-
ставляющая электрической напряженности мала и замет-
ной амплитудой обладают только поперечные составля-
ющие напряженности:

E = Ex(x, y)ex + Ey(x, y)ey.	 (14)

Здесь ex,y – орты по соответствующим направлениям. 
Вместо разложения по декартовым компонентам огиба-
ющей удобно использовать разложение по круговым 
компонентам E±, которые связаны с декартовыми соот-
ношением E± = (Ex ± iEy)/ 2 . Для каждой из круговых 
компонент мы можем задать огибающую вида (9) с раз-
личающимися амплитудами a ( )m0

!  и топологическими за-
рядами m±. Суммарная интенсивность результирующего 
поля осесимметрична, поляризация в общем случае явля-
ется эллиптической и меняется по поперечному сечению, 
а индекс Пуанкаре 

h = (m+ – m–)/2.	 (15)

При m+ ¹ 0 и m– ¹ 0 интенсивность поля в центре сим-
метрии обращается в нуль, т. е. имеется сингулярность в 
виде V-точки в поперечном сечении или V-линии, совпа-
дающей с осью z в трехмерном пространстве. Из преды-
дущего раздела следует, что внесение малого возмущения 
в виде скалярного фундаментального гауссова пучка (с 
нулевым топологическим зарядом) приводит к расщеп
лению кратной V-точки или V-линии, если |m+| > 1 или 
|m–| > 1. Если же m+ ¹ 0, m– = 0 или m+ = 0, m– ¹ 0, то в цен-
тре симметрии находится C-точка (С-линия), в которой 
излучение поляризовано по кругу. На том же основании 
можно утверждать, что пучки с компонентами круговых 
поляризаций, обладающими неединичными топологичес
кими зарядами, неустойчивы. Как и в случае дислокаций 
волнового фронта, неустойчивость имеет алгебраиче-
ский (степенной при больших длинах трассы) характер с 

расщеплением точек или линий с кратной сингулярно-
стью на ряд таковых с единичными сингулярностями. 
Расщепление последних с ростом пройденного пути опи-
сывается зависимостью от z радиуса гауссовых пучков 
w00(z). И здесь следует отметить, что в нелинейных дисси-
пативных средах или лазерах указанная неустойчивость 
может быть подавлена и возможно существование поля-
ризованных диссипативных солитонов даже с весьма 
большими топологическими индексами [16, 17].

4. Заключение

Таким образом, пучки монохроматического излуче-
ния с фазовыми и поляризационными сингулярностями 
высших порядков в однородной линейной среде оказыва-
ются неустойчивыми. Неустойчивость характеризуется 
алгебраической зависимостью от продольной координа-
ты, развиваясь на длинах трассы порядка дифракцион-
ной длины. Хотя данный вывод сделан на основе анализа 
гауссовых пучков специального вида, нам представляет-
ся, что он имеет общий характер. Это обстоятельство 
ограничивает использование пучков излучения с высши-
ми сингулярностями для приложений.

Приведенные выводы допускают экспериментальную 
проверку, более простую для пучков с фиксированной 
поляризацией излучения. Для этого достаточно сформи-
ровать соосные фундаментальный гауссов пучок (m = 0) с 
малой амплитудой и интенсивный пучок с квадратичной 
дислокацией (m = 2) монохроматического излучения. При 
совмещении плоскостей перетяжки указанных двух пуч-
ков на расстоянии от плоскости перетяжки в несколько 
дифракционных длин можно наблюдать в поперечном се-
чении расположение двух фазовых сингулярностей, кото-
рое определяется соотношениями (12) и (13).
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