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1. Введение

Безлинзовые методы*, использующие когерентное ос-
вещение образца, с начала 21-го века постепенно превра-
щаются из объекта исследований в рабочий инструмент 
микроскопии [1 – 3]. Такие технологии, как дифракцион-
ная микроскопия (coherent diffraction imaging, CDI) и 
птихография, всё чаще применяются в широком диапа-
зоне электромагнитного спектра – от терагерцевого до 
жёсткого рентгеновского [4 – 6]. Возможность обойтись 
без линз особенно важна, если оптические элементы 
слишком сложны и дороги, а также если из-за аберраций 
они не обеспечивают необходимого пространственного 
разрешения вплоть до дифракционного предела. Однако 
следует иметь в виду, что о надёжных измерениях можно 
говорить лишь в случае двумерных объектов, т. е. при по-
лучении изображений плоских поверхностей или доста-
точно тонких предметов. В то же время существует устой-
чивый запрос на использование упомянутых методов в 
исследованиях трёхмерных объектов, в том числе изуче-
ние их внутренней структуры [2]. Другой доступный и на-
дёжный безлинзовый метод – компьютерная томография 
(КТ) – не всегда может служить альтернативой, посколь-
ку имеет свои фундаментальные ограничения. Они связа-
ны с пренебрежением дифракцией и показателем прелом-
ления материала образца. Работы, направленные на 
преодоление этих ограничений, начались в 60-е годы про-
шлого столетия с дифракционной томографии (ДТ) [7, 8] 

и продолжаются в настоящее время [9]. В предыдущих ра-
ботах [10, 11] для определения пространственного распре-
деления комплексной диэлектрической проницаемости 
предлагается использовать последовательное облучение 
трёхмерного образца гауссовыми пучками. При этом по-
казано, что можно свести к решению задачу трёхмерной 
реконструкции e(r), вообще говоря, бесконечной системы 
нелинейных уравнений для коэффициентов разложения 
e(r) по полному набору гауссовых функций. Эта система 
уравнений компактно записывается в матричном виде. В 
настоящей работе рассматриваются примеры её прибли-
жённого решения методом градиентного спуска и сходи-
мость результатов, связанная с конечностью числа чле-
нов в используемых в задаче рядах.

2. Одноракурсная 3D визуализация. 
Основные уравнения

Математической основой CDI и птихографии явля-
ются волновое уравнение Гельмгольца или параболиче-
ское волновое уравнение (ПВУ) для света и описание об-
разца амплитудно-фазовым экраном. Математической 
основой КТ служит лучевая оптика и идентификация об-
разца единственным оптическим параметром – показате-
лем поглощения, зависящим от длины волны освещаю-
щего источника. Математическая основа ДТ – это волно-
вое уравнение (Гельмгольца или ПВУ) для света и 
описание образца двумя оптическими константами – по-
казателями поглощения и преломления, зависящими от 
длины волны. 

В работе [11] мы исходили из ПВУ, описывая образец 
зависящей от длины волны комплексной диэлектриче-
ской проницаемостью e(r), которую и требуется оты-
скать, решая коэффициентную обратную задачу для 
ПВУ. Связь e(r) с показателями поглощения и преломле-
ния в рентгеновском диапазоне определяется элементным 
составом образца [12 – 14]. Входными данными служит 
распределение поля гауссовых пучков, рассеянных на об-
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* Здесь и далее предполагается, что линзы и оптические элементы 
не используются на пути от образца до детектора. При формирова-
нии падающего на образец пучка оптические элементы могут ис-
пользоваться.
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разце. Предполагается, что распределение поля регистри-
руется амплитудным детектором.

Чтобы сохранить наглядное соответствие с квантовой 
механикой, следуя [11], будем использовать вместо ди-
электрической проницаемости потенциал

( , ) [ ( , )],V x z k x z2 1
2

= e -  (1)

где k – волновое число. Подразумевается, что падающие 
на образец пучки El  (x, z) распространяются вдоль оси z, а 
x означает совокупность поперечных координат. Далее 
будем использовать представление поля El  (x, z) в виде 
медленной амплитуды ul (x, z), которая связана c El  (x, z) 
соотношением ul (x, z) = El  (x, z)exp(–ikz). 

Медленная амплитуда (далее для краткости – поле) 
ul (x, z), l = 1, 2, . . . , L при распространении от входной 
апертуры в точке z = –Z к детектору, z = Z, подчиняется 
ПВУ

¶
¶

¶
¶( , )

( , ) ( , ),ik z
u x z

x
V x z u x z2

1
2

2
l

l= - +< F  (2)

ul (x, – Z ) = jl (x, – Z ),          – Z < z < Z, 

где jl (x, – Z ) – набор функций гауссовых пучков, которые 
являются решениями ПВУ в свободном пространстве.

2.1. Решение прямой задачи

Вначале решается прямая задача – нахождение поля 
на детекторе ul (x, Z) по заданному полю на входной апер-
туре ul (x, –Z). Для этого поле пучка ul (x, z) раскладыва-
ются по полному набору гауссовых функций jn (x, z ), а 
потенциал V(x, z) – по произвольному полному набору 
функций ym (x, z ). Обрывая эти разложения и проводя 
дискретизацию по продольной координате z потенциала 
V(x, z), сводим ПВУ (2), т. е. прямую задачу, к системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) с 
кусочно-постоянной матрицей потенциала, которая до-
пускает точное решение. После чего начальное ul (x, –Z) и 
конечное ul (x, Z) распределения полагаем известными, 
тогда остаётся разрешить полученные нелинейные урав-
нения относительно коэффициентов разложения потен-
циала. Назовём для краткости коэффициент разложения 
при гауссовой функции проекцией, а всё множество про-
екций спектром. Тогда по своему спектру потенциал (т. е. 
диэлектрическая проницаемость) восстанавливается од-
нозначно, что и позволяет далее решать обратную задачу.

В дальнейшем будем считать, что все бесконечные 
спектры обрываются на M-м члене, т. е. M – это макси-
мальный номер гауссова пучка в разложении. Спектр 
функции ul (x, –Z) на входе содержит единственную нену-
левую, l-ю, проекцию, однако под действием потенциала 
V(x, z) функция ul (x, Z) на выходе содержит уже, вообще 
говоря, бесконечное число ненулевых проекций. При 
этом для больших l, как следует из (2), влияние потенциа-
ла мало по сравнению с 2-й производной, а значит, спектр 
имеет выраженный центр, равный l. Таким образом, в 
общем случае должно быть L < M.

Подстановка разложения

( , ) ( ) ( , ),u x z c z x z
1

l ml m
m

M

= j 
=

/  (3)

( , ) ( , ) ,dx z x z xm n mn=j j d*y  ( ) ( , ) ( , ) ,dc z x z u x z xml m l= j *y
(4)

, , ,m n M1=    ,l L1=

в ПВУ (2) приводит к матричному уравнению
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где

( ) { ( )},V z V zmn=t ( ) ( , ) ( , ) ( , ) .dV z x z V x z x z x *mn m nj j= *y  (6) 

Здесь Cl (z) – матрица-столбец высоты M, а ( )V zt  – квад-
ратная матрица размером M ´ M. Объединяя столбцы Cl, 
l = 1, 2, . . . , L в одну матрицу C = (C1 C2 g  CL), можно 
вместо L уравнений для каждого пучка по отдельности 
получить одно уравнение (матрица ( )V zt  для всех L урав-
нений (5) одна и та же):

( ) ( ) ( ),ikC z V z C z=o t   cij (–Z ) = dij;  , ,i M1=  , ,j L1=  (7)

где C(z) – матрица размером M ´ L.
Чтобы получить численное решение системы линей-

ных ОДУ (7), проводится дискретизация по z, и матрич-
ная функция ( )V zt  заменяется ступенчатой с узлами zs:

( ) ( ),V z V zs=t t   zs– 1 < z < zs ,   zs = – Z + sh, 
(8)

s = 1, 2, . . .  , S = 2Z/h,   z0 = –Z,   zS = Z,

где h и S – шаг дискретизации и число узлов. После чего 
система линейных ОДУ (7) становится системой с 
кусочно-постоянными коэффициентами и имеет в этом 
случае точное решение, которое на поверхности детекто-
ра при z = Z даёт

( ) ( ) ( ) .exp iC Z k
h V z C Zs

S s 1

$= - -
H H

t: D%  (9)

Далее, если выполнить разложение потенциала V(x, z)
по проекциям произвольного полного набора {yj} 

( , ) ( ) ( , ),V x z z x z
1

j j
j

J

= u y
=

/  

(10)

( ) ( , ) ( , ) ,dz x z V x z x*
j j=u yy

формула для ( )V zt  с учётом (6) и (10) примет вид 

( ) ( ) ( ),V z z B zj
j

j

J

1

= u 
=

t /   B j(z) = {B jmn(z)}, 

(11)

( ) ( , ) ( , ) ( , ) .dB z x z x z x z xmn
j

m j nj y j= *y
Тогда для матрицы C(Z) после подстановки (11) в (9) по-
лучаем

* Обозначение с «крышкой» матрицы V̂ (x, z) используется для того, 
чтобы избежать путаницы с функцией потенциала V(x, z).
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( ) ( ) ( ) ( ) .exp iC Z k
h z B z C Z

1
j s

j
s

j

J

S s 1

$= u - -
H H =

> H% /  (12)

2.2. Решение обратной коэффициентной задачи

При решении обратной задачи матрица C(Z) в (12) 
предполагается известной из измерений рассеянного 
поля, а матрица C(–Z) известна из начальных условий. 
Элементы матриц B j(zs), согласно (11), являются таблич-
ными либо табулируемыми величинами. Таким образом, 
матричное соотношение (12) представляет собой систему 
уравнений относительно J S$  неизвестных uj  (zs). Они 
определяют, согласно (10), распределение потенциала 
V(x, zs) по поперечной координате в каждом из срезов zs, 
что и решает задачу одноракурсной 3D визуализации. 
Число уравнений, соответствующих (12), в общем случае 
равно M L$ , где M – число удерживаемых членов в раз-
ложении волновой функции (3), а L – число гауссовых 
пучков, с помощью которых последовательно облучают 
исследуемый объект. Сравнивая число неизвестных и 
уравнений, получаем условие разрешимости в виде

ML ³ SJ. (13)

3. Расчёт коэффициентов B  jnm(z)

Здесь и в разд.4 рассматривается случай одной по-
перечной переменной x (до этого момента в качестве x 
обозначалась совокупность поперечных координат). Для 
проведения расчётов нам потребуются коэффициенты 
B jnm(z) (11): 

3

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ,dB z x z x z x z xnm
j

n j m= j y j
3-

*y  (14) 

найдём эти коэффициенты.
Напомним, что jn (x, z) определяются формулами [11]

( , )
( ) ( )exp i arctg ix z
z

n z
z

R z
kx1

2
1

2

2
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R

=j
r

- - +b bl l< F
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1
norm
n#j r- c m    n ³ 1,* (15)

( ) ,z z
z1

2

R
0=r r + b l   ( ) ,R z z z

z1
2

R= +c b l m   zR = kr0
2.

Если функции (15) подставить в выражение (14), то фор-
мула для коэффициентов B jnm(z) будет иметь следующий 
вид:

( ) ( )
[ ( ) ( / )]exp i arctg

B z z
n m z z

mn
j R

= r 
-

 

 
3

( ) ( , ) ( ) ,dz
x

x z z
x

x1
norm

1
norm

n j m# j r y j r3
- -

-
c cm my  (16)

Исходя из вида (16), в качестве функций yj (x, z) можно 
выбрать 

( , )
( ) ( ) ,x z
z z

x1
1

norm
j j=y

r
j r- c m    j ³ 1; (17)

легко проверить, что функции (17) образуют полную 
ортонормированную систему функций при каждом фик-
сированном значении z.

Выражение для коэффициентов B jnm(z) в этом случае 
принимает вид

( )
( )

[ ( ) ( / )]
,

exp i arctg
B z

z
n m z z

Bnm
j R

nm
j=

r 

-
   n, m, j ³ 1, (18)

где

3

( ) ( ) ( ) .dB x x x x1
norm

1
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1
norm
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j

n j m= j j j
3

- - -
-
y  (19)

4. Пример численного решения  
обратной задачи

Зададим тестовый потенциал V0(x, z), т. е. согласно 
(10) набор его проекций uj

0(z), j = , ,J1 * тогда мы можем 
найти матрицу C0(Z)** (см. формулу (12)):

( ) ( ) ( ),exp iC Z k
h B z C Z0 ,

0

1
0s j

j
s

j

J

S s 1

= u - -
H H =

> H% /  (20)

 ( ) .z,
0 0
s j j su u=

Итак, обратная задача заключается в том, что, зная 
матрицу C0, нужно теперь восстановить потенциал 
V0(x, z) или, что то же самое, найти функции uj

0(z) (u0
s, j,  s = 

, ,S1  j = ,J1 ). Для этого необходимо, чтобы C(u) = C0, где

( ) ( ) ( ),exp iC k
h B z C Z,

1
0s j

j
s

j

J

S s 1

=u u- -
H H =

> H% /  (21)

u = {us, j},   us, j = uj(zs);

т. е. нужно найти такие u =  {us, j}, чтобы выполнялось ра-
венство C(u) = C0. Для решения этой задачи был выбран 
метод градиентного спуска [15]. С этой целью была со-
ставлена функция невязки 

( ) | ( ( ) ) | ,F C C0 2

11
ij

j

L

i

M

=u u -
==

//  (22)

или эта же функция, записанная в более удобном для на-
хождения градиента виде:

( ) ( ( ) ) ( ( ) ) .F Trace C C C C*
0

T
0=u u u- -7 A  (23)

Найдём теперь градиент F(u):

¶
¶ ( ) ( )
F

F
1

,m l
#=u u uy y= uu

* В Приложении в [11] нумерация этих функций начиналась с нуля, 
но здесь с целью согласования с основным текстом нумерация на-
чинается с единицы.

* В данном примере будет рассмотрен случай чисто действительно-
го потенциала V(x,  z), поэтому и функции uj

0(z), j = ,J1  тоже будут 
без мнимой части.

** В дальнейшем матрица C0(Z) для краткости будет обозначаться 
как C0.
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Здесь { },s j=u uu u  – точка, в которой находится градиент. 
Таким образом, чтобы получить выражение для градиен-
та, осталось вычислить частную производную (24.2); для 
этого запишем (24.2) в следующем виде:

¶
¶
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Далее раскладывая экспоненту в ряд,
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и проводя дифференцирование, получаем для ( )A2 u u  сле-
дующую формулу:
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Итак, градиент, необходимый для работы метода гради-
ентного спуска, найден. Перейдем теперь к рассмотре-
нию конкретного примера.

Выберем в качестве тестового потенциала функцию

( , )V x z0 =  (28)
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Данная функция представляет собой произведение пер-
вых J слагаемых в разложении прямоугольного распре-
деления P(x) по полному набору функций yj (x, z) и одно-
го периода квадрата синуса вдоль оси z (для того, что-
бы у данного распределения не было резких краёв). 
Распределение тестового потенциала выбрано так, чтобы 
избежать симметрии по осям x и z (рис.1).

Для проведения численного моделирования были за-
даны следующие параметры: l =1, r0 = 5l, Z = 2zR, M = 
100, S = 100, J = 10. На рис.2 для иллюстрации изображён 

ход первого гауссова пучка u1(x, z) через выбранный те-
стовый потенциал V0 (x, z).

Перейдём теперь к определению параметра L – числа 
пучков, последовательно просвечивающих исследуемый 
объект. Запишем формулу (20) в виде
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плоскости детектора z = Z (б).
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Матрица C0 = C0(Z) с учётом того, что {C0(–Z)}ij = dij, i =
, ,M1  j = , ,L1  и формулы (29) представляет собой прямо-

угольную матрицу, состоящую из первых L столбцов ква-
дратной матрицы D. 

Если нормы некоторых матриц As, s = ,S1  достаточно 
малы, то 

  ( ) ,exp A E A A E2
1

2

1
s

S s
s

s

S s

= = L + + +
H H H H

c m% %  (30)

где матрица L является небольшой добавкой к единич-
ной матрице E. Именно этот случай и реализуется в дан-
ном примере для матрицы D (рис.3,a). Матрица десятич-

ных логарифмов соответствующих модулей элементов 
матрицы D изображена на рис.3,в. Видно, что существен-
но отличны от нуля лишь элементы матрицы |(D)ij |, рас-
положенные рядом с диагональю. На рис.3,г представле-
на аналогичная матрица, но уже для M = 200. Ясно, что 
чем больше M – число удерживаемых членов в разложе-
нии функции медленной амплитуды пучков ul, тем точнее 
получается решение, но при этом растут вычислительные 
затраты. Для данного примера, как показывает практика 
численного моделирования, достаточно взять M = 100. 
Чтобы это продемонстрировать, на рис.3,в и г фиолето-
вой штриховой линией выделены элементы, стоящие в 
40-х столбцах соответствующих матриц (i-й столбец соот-

|(D)ij |

lg |(D)ij |;   M = 100 lg|(D)ij |;   M = 200

0.2

0.4

0.6

0.8

20 20

20

40 4030

40

60

60

80

80

100

20

40

40

60

80

80

100 200

120

160

20

40

60

80

100

10
–10

–8

–6

–4

–2

–10

–10

–14

–12
–8

–1

–2

–3

–4

–5

–6

–8–6

–6
–4

–4

–2
–2

lg|(C0)ij |,   e = 10–5

100

20 40 4060 80 100

20 40 60 80 100 60 80 100 120 140 160

100 200

ба

в г

M = 100
M = 200

M = 100
M = 200

lg|(D)i ,40| lg|(D)i ,100|
0

–1

–2

–3

–4

–5

–7

–6

0

0

д е
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ветствует коэффициентам разложения по гауссовым 
функциям jn(x, z) i-го пучка, см. разд.2), а на рис.3,д на-
несены указанные элементы из обеих матриц. Видно, что 
они с хорошей точностью совпадают, а значит, можно 
считать, что для описания распространения 40-го пучка в 
данном потенциале V0 подходит M = 100. В то же время 
на примере 100-х столбцов матриц, изображённых на 
рис.3,в и г белой штриховой линией и отображённых на 
рис.3,е, можно видеть, что для 100-го пучка M = 100 явля-
ется недостаточным, поскольку при M = 200 появляются 
дополнительные коэффициенты разложения, существен-
но отличные от нуля. Это происходит из-за того, что, как 
уже отмечалось, коэффициенты, существенно отличные 
от нуля при достаточно слабых потенциалах, располага-
ются вблизи диагонали – как выше неё, так и ниже, а у 
последних столбцов в принципе мало элементов над диа-

гональю, и их может не хватить для корректного описа-
ния распространения этих пучков. Значит, последние 
столбцы матрицы |(D)ij | содержат некорректные данные. 
Чтобы понять, сколько последних столбцов нужно отбро-
сить, введём границу отсечения e. Так, на рис.3,б отобра-
жены первые 45 столбцов матрицы lg |(D)ij | при M = 100 
(рис.3,в), причём только те их элементы, которые больше 
e = 10–5. Если добавить ещё, скажем, 10 столбцов, то для 
последних из них высоты M = 100 будет уже недостаточ-
но, чтобы учесть все элементы больше e. Таким образом, 
выберем L = 45, поскольку при данном подходе и для за-
данных параметров эти столбцы будут с хорошей точно-
стью описывать распространение первых 45 пучков, и, 
значит, на рис.3,б отображена матрица lg |(C0)ij | (см. текст 
после формулы (29)). Отметим также, что при выбранных 
параметрах выполняется неравенство (13), т. к. ML = 
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0(z), 

синей – функция uj (z) на данной итерации). Число итераций Niter = 3000. 
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4500, SJ = 1000 (ML – число уравнений в матричном ра-
венстве (12), SJ – число неизвестных в нём).

Итак, матрица C0 по формуле (20) полностью опреде-
лена, после чего можно переходить к решению обратной 
задачи. Как было отмечено выше, обратная задача реша-
лась методом градиентного спуска, применённого к 
функции невязки F(u), определяемой формулой (22). 
После проведения расчётов были получены результаты, 
представленные на рис.4 – 6. Если подходить более де-
тально, использовался метод сопряжённых градиентов, 

алгоритм Флетчера – Ривса [15]; при этом было выполне-
но Niter = 3000 итераций. В качестве стартового был задан 
потенциал, равный нулю. На рис.4 показаны найденные 
функции проекций потенциала uj  (z), всего J = 10 (с целью 
экономии представлены шесть из них). Видно, что в ре-
зультате удалось с хорошей точностью получить соответ-
ствующие проекции u0

j  (z) тестового потенциала V0 (x, z). 
На рис.5 приведены срезы полученного и тестового по-
тенциалов, они также хорошо совпадают. На рис.6 для 
примера показан ход восстановления проекции u8(z) 
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Рис.5. Cравнение срезов тестового потенциала (красные штриховые кривые) и потенциала, найденного в результате решения обратной 
задачи (синие кривые); зелёной линией показано стартовое значение V(x, z) = 0 для работы метода градиентного спуска.
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выбранным методом градиентного спуска для Niter = 1, 
10, 100 и 1000 (Niter = 3000 соответствует рис.4,e). 

В завершение приведём графики функции невязки 
F(u) и функции G(u), 

( ) ,G , ,
0 2

11
s j s j

j

J

s

S

=u u u-
==

//  (31)

от номера итерации; функция G(u) характеризует откло-
нение потенциала на данной итерации от тестового 
(рис.7). Скачки функции F(u) после Niter, кратных 1000, 
связаны с особенностями работы метода сопряжённых 
градиентов, поскольку число переменных в данном слу-
чае также равно 1000.

В итоге можно сказать, что методом градиентного 
спуска удалось восстановить заданный потенциал с хоро-
шей точностью.

5. Заключение

Подведём итог этой и предшествующим работам 
[10, 11] по одноракурсной 3D визуализации – методу ис-
следования внутренней структуры трёхмерных объектов. 
Метод основан на обработке дифракционных картин 
(сканов), полученных при просвечивании объекта коге-
рентными пучками. Подразумевается, что зондирующие 
пучки (гауссовы, бесселевы и т. п.) описываются извест-
ными решениями ПВУ. Преимущества данного метода 
по сравнению с традиционной томографией связаны с бо-
лее точным описанием материалов и излучения. Для ма-
териалов – это комплексная диэлектрическая проницае-
мость e(x, y, z), вместо используемого в томографии коэф-
фициента поглощения k(x, y, z) = (w/c)Ime(x, y, z), где w = 
2pс/l, l – длина волны; для излучения – это одноракурс-
ная визуализация, использующая, подобно дифракцион-
ной томографии [7 – 9], волновую теорию вместо лучевой. 
Отметим, что, помимо упомянутых выше преимуществ, 
одноракурсная 3D визуализация не требует вращения 
или перемещений объекта и источника.

Суть метода заключается в разложении проходящего 
через объект поля и диэлектрической проницаемости 
e(x, y, z) по выбранной системе пучков с последующей за-

меной потенциала кусочно-непрерывной функцией в на-
правлении распространения пучков. Тогда волновое 
уравнение (2) на каждом шаге дискретизации переходит в 
систему обыкновенных дифференциальных уравнений с 
постоянными коэффициентами, допускающую точное 
решение. Таким образом, решение прямой задачи рас-
пространения излучения через объект получается в ком-
пактном матричном виде. 

В обратной задаче – восстановление e(x, y, z) – распре-
деление поля за объектом, как и падающего пучка, счита-
ется известным. В этом случае полученные матричные 
соотношения между полями используются как нелиней-
ные уравнения для нахождения диэлектрической прони-
цаемости e(x, y, z). Пример их численного решения в дву-
мерном случае для действительного тестового распреде-
ления e(x, z) приведён в разд.4.
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